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Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika

Kombinatorika Kombinatorické pravidlo soucétu

Priklad 1, CERMAT, podzim 2020

Ve trideé je 32 zak,

13 z nich hraje na kytaru, 15 na flétnu a 10 zdkl nehraje na zadny z téchto dvou néstroju.

Vypoctéte, kolik zdku tiidy hraje na kytaru i na flétnu. ....... .. . . i [6]

A B

Ozna¢me A mnozinu kytaristi, B mnozinu flétnistu,

U mnozinu nehudebniki.
I prvky U, které patii do A a zaroven nepatii do B
I  prvky U, které patii do A a zaroven patii do B
IITI  prvky U, které patii do B a zaroven nepatii do A
IV prvky U, které nepatii do A a zaroven nepatii do B
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Priiklad 2
Na prednasku pfiglo 140 studentu pésky nebo piijeli MHD. Jinak zpusob dopravy nepouzil nikdo.
Pii cestovani MHD je mozné pouzit autobus, tramvaj nebo metro.

e Autobusem piijelo 80 studentt, metrem 70, tramvaji 50.

e Autobus a metro pouzilo 40 studentu.

e Autobus a tramvaj pouzilo 30 studentu.

e Metro a tramvaj pouzilo 30 studentt.

e Vsechny 3 druhy MHD pfi jedné cesté pouzilo 20 student.

Kolik studenti nepouzilo MHD? ... . . [20]

IS4 USgUScl =...

Sa

Mnozinu studenti, ktefi piijeli autobusem ozna¢ime S 4,
metrem Sp, tramvaji Sc. Potom pocet studentt, kteii pouzili alespon
jeden druh MHD, je stejny, jako pocet prvka mnoziny SAUSBU SC.

Sc
SAUSBUSC =|SA|+|SB|+|SC|—|SANSB|—|SANSC|—|SBNSB|+|SANSBNSC|
Alespoii jeden druh MHD pouzilo ....... ... [120] studentu.
Pfislo 140 studentt, zbyva tedy ..o [20] studentt, ktef{ pFisli pouze pésky.



Kombinatorika Kombinatorické pravidlo soucinu

Priklad 3, CERMAT, jaro 2021

7 sesti cislic 0, 1, 2, 3, 4, 5 vytvaiime péticifernd ¢isla, v jejichz zapisu jsou v kazdé trojici sousednich é&islic
t¥i rizné cislice (napf. ¢islo 10 240: 102, 024 a 240). Cislo nezaéing éislici 0.

Kolik péticifernych ¢isel splinujicich uvedené podminky lze vytvorit? ........ . ...t [1600]

Priklad 4, CERMAT, podzim 2018

Pted vstupem do mistnosti je nutné oteviit dvoje dvere.

U kazdych dvefi se zadava ctyimistny kéd, ktery muze obsahovat ¢islice 0,. .., 9. Déle plati:

kéd u prvnich dveii obsahuje v8echny 4 cislice 1,2,3,4; kéd u druhych dveii splituje soucasné podminky:
neobsahuje ¢islici, ktera je v kédu u prvnich dveii, obsahuje pravé dvakrat ¢islici 0, a to na druhém a tietim
misté, neobsahuje kromé 0 zadnou ¢islici vicekrat.

Urcete pocet vSech moznosti spliiujicich podminky zadani pro kéd

U PrVvIICh AVETT ..o [24]
wdruhych dvell .. ... . [20]

Faktorial nl=n-n—!'=n-(n—-1)-...3-2-1
Priklad 5

Zjednoduste (pro n € N)
(n+1)! (2n)! (3n—1)!

n! _(2n+1)!+(3n_2)!:...:(n+1)_

8n2 +4n —1
3n—1)=— """ -
+(@n —1) m+ 1

Priklad 6, CERMAT, podzim 2024
Jsou déna ¢isla A a B, A =1000!-3!, B =999!. 5!

Kolikrat je ¢islo A vétsi nez ¢islo B? ... o [50 krét)
n n!

Kombinaé¢ni ¢islo ( > S
Piiklad 7 k) K=k
Reste rovnici s nezndmou n € N.

n n n—1 _ 4

2 2 )
Priklad 8, CERMAT, jaro 2015

1, 5\ 15!

Jaky je absolutni ¢len rozvoje <\/E +x > T 3120

(absolutni ¢len neobsahuje proménnou z)

Priklad 9, CERMAT, podzim 2024

Jsou déna kombinaéni ¢isla A = (i) , B = (2)

A N
22.1  Rovnice (A~ 4900)x =0 pro neznamou x € R ma pravé jeden koten. D D
22.2  Pro k=5 plati, ze % =0,8. D |:|
22.3  Nejvétsi mozna hodnota soucinu A- B nastava pro k=4. D D

Priklad 10, CERMAT, jaro 2024

https://maturita.cermat.cz/files/files/MA_MZ2024J_TS.pdf

Pfi piipitku na oslavé narozenin se ozvalo 15 tuknuti. Kazdy ucastnik oslavy si jedenkrat pfifukl s kazdym.
Kolik 0sob bylo na oslave? .. ... .. . e [6]



Pravdépodobnost
Priklad 11, CERMAT, 2022,podzim

V osudi je 9 micku. Kazdy z nich je oznacen pravé jednim pfirozenym ¢islem od 1 do 9.
Zadné dva mi¢ky nejsou oznaceny stejnym islem.

Z osudi postupné vylosujeme 7 mickd, které nevracime zpét.

(czvv)
1bod
10 Vypoctéte pravdépodobnost, Zze oba micky, které zbudou v osudi,
jsou oznaceny sudymi €isly.
9
Pocet moznych dvojic, které zbydou v osudi:. ... ... [v = (2” .
V osudi byly 4 micky se sudym ¢islem. Pocet moznych dvojic sudych ¢isel .................... p= 5
1
Pravdepodobnost ... ... [p = 6]
v

Priklad 12, CERMAT, jaro 2021
V balicku je 12 karet ocislovanych pfirozenymi ¢isly od 1 do 12. (Kazd4d karta obsahuje pravé jedno ¢&islo,
zadné dveé karty nejsou ocislovany stejnym ¢islem.) Balicek zamichdme a ndhodné vytdhneme dvojici karet.

5
Jaka je pravdépodobnost, ze soucet obou ¢isel na tazenych kartach je délitelny Sesti? ................ [33]
. . , . .. 12
Pocet vsech vysledku ............ ..ol (dvojice z 12) ..o 5
Piiznivé vysledky: soucet je 6, 12 nebo 18.
Pocet priznivych vysledku (zadné 2 karty nemaji stejné ¢islo) .. ... ...t 10.
soucet dvojice pocet
6 lab,2a4 2
12 1all,2al0,3a9,4a8 5a7 5
18 6al2 7all,8al0 3
Priklad 13, CERMAT, podzim 2023
V osudi je deset stejnych mickd, kazdy je oznacen jednim z pismen A, B, C.
Tabulka udava rozdéleni ¢etnosti pismen.
Pismeno | A | B | C
Cetnost 512
Z osudi postupné po jednom vylosujeme 3 micky, které do osudi nevracime.
Jejich pismena zapiseme zleva doprava v poradi, v jakém byly micky vylosovany.
(@
Jaké je pravdépodobnost jevu:
5-2-3 1
Zéapis pismen vylosovanych mickt je ABC. ... P = = —
PIS DISIRER vylosovany J ' 1098 2
Zépis pi 1 ych micki je BCC p—232 1
apis pismen vylosovanych micku je A = = —
pis p y y J 27098 60
Priklad 14, CERMAT, jaro 2023
V osudi je 6 cernych micka a 4 bilé micky. Ndhodné vytahneme dvojici micku.
Jaka je pravdépodobnost, zZe oba dva vytazené micky budou mit stejnou barvu?
10
Pocet vSech moznosti ........................... vybér dvou z deseti............ ... ... L. < 5 ) =45
e L "2 6 4
Piiznivé jevy: 2 cerné ze 6 + 2 bilé ze 4 5 + 5) = 154+6 =21
21 7
Pravdépodobniost: . .. ... AT
Neptiznivé jevy: jeden ¢erny a jeden bily ...................... pravidlo sou¢inu ...................... 6-4



Statistika

Priklad 15, CERMAT, jaro 2024

Béhem II. pololeti si oproti I. pololeti tii zaci tiidy zlepsili vyslednou znamku z fyziky o 1 stupen, dva zaci
dokonce o 2 stupné. Ostatni zdci méli z fyziky v 1. i ve II. polelti stejnou zndmku. Aritmeticky pramér
vyslednych znamek z fyziky na konci II. pololeti se zménil oproti I. pololeti o ¢tvrt stupné.

Oznac¢ime x soucet zndmek v I. pololeti, N pocet zaki, ktefi dostali znamku z fyziky.

o ~ z 1’17
Aritmeticky prameér v L. pololeti byl ... ... . N
Zlepseni znamek: (tfi o 1 stupen, dva o 2 stupné) znamena,
ze soucet znamek ve II. pololeti bude @ — 3 — 2 - 2, ). ..o x—T.
. [ ; x—17
Aritmeticky pramér znamek ve IL. pololeti ...... ... .. N
x—17 T 1 7 1
Zména arit. pruméru ................ = = = e N =28
P N ~N 1 N~ 1
Priklad 16, CERMAT, podzim 2021
Vsech 90 zaku ¢tvrtého roéniku dostalo znamku ze zavére¢ného testu.
V tabulce jsou uvedeny pouze ¢etnosti zndmek 1 a 4.
Dale plati: Zadné dvé etnosti nejsou stejné, median znamek je 2 a modus znamek je 3.
Znamka 1 2 3 4 5
Cetnost 5 2
(czw)
2 body
4 Uréete, kolik zakii dostalo ze zavéreéného testu trojku.
Oznacime Cetnosti: pocet dvojek ns, pocet trojek ns, pocet pétek ns
Co je dano?
e Pocet zakl je 90. To znamenad, ze soucet viech ¢etnosti musi byt 90.
54 ng +n3+ 2+ n5 =90, tedy no + ng + ns = 83
e Z4dné cetnosti nejsou stejné, t.j. ng % ng,ng # ns, N3 % N5
e Median znamek je 2. Median uréime tak, ze zapiSeme vSechny znamky 1,...,1,2,...,2,3,...,3,4,...,4,5,...,5.
S—— e N —— ——
5 n2 n3 2 ns
Zjistime, které znamky jsou (pocet zaku je sudy, takze) na mistech ....................... [45. a 46.]
Musi tam byt obé dvojky.
To znamend, ze dvojek musi Dyt asporl .. ......iriint i [41]

Modus zndmek je 3, to znamend, Ze trojek musi byt nejvice.

7 pozadavku na modus a medidn dostaneme, ze dvojek a trojek dohromady musi byt vice nez 82,
nesmi byt stejné. Uz vime, ze no + ng + ns = 83,
takze jedind moznost je: no =................. STV e B [41,42,0]



Graf k uloze https://maturita.cermat.cz/files/files/Matematika/intaktni-zaci/MZ2021/MZ2021 MA DT.pdf

Vsichni Zaci ti skol (e, B, y) se zucCastnili soutéze, v niz kazdy zak ziskal 0, 1, 2, nebo 3 body.
Vysledky zaku jsou zaznamenany v nasledujicich diagramech a tabulkach.

Vysledky zakt Skoly a Vysledky zaku Skoly g
50
2 40 00 bodu
N 30 01 bod
820 [
210 B 2 body
0 T T T 1 m3 bOdy
O bodi 1bod 2body 3 body

Vysledky zaku skoly y
Pocet bodu 0 1 2 3
Pocet zak(l 0 25 35

Pro kazdou Skolu zvlast byly z vysledka zakl vypocteny charakteristiky polohy — median,
modus a aritmeticky prameér. Ve skole y byl primérny pocet bodu 1,24. Mezi mediany vsech
kol se zjisti nejnizsi hodnota, stejné tak mezi mody a aritmetickymi priiméry.

Median Modus Aritmeticky prlmér
Skola a
Skola g
Skolay 1,24
Nejnizsi hodnota
‘ pocet bodu ‘ 0 1 2 3 arit.prumér modus medidn
Skola av | pocet zdki 25 25 10 %&4—30 =1,2 1 (pozice 50 a 51)
Skola A | pocet kit 10% 35% 15%  0,1+40,7+0,45=1,25 [0] 1%2 —1,5
Skola v | pocet zakit 0 25 35 1,24 [0] 0 (pozice 63)
Pocet zdku ve Skole v uréime ze zadaného aritmetického pruméru: 1,24 = % = x+ 60 = 117523

Modus je hodnota s nejvyssi ¢etnosti (pocet bodu, ktery dostalo nejvice zaku).
Medidn uréujeme z hodnot ziskanych bodu uspoirdadanych podle velikosti:
Skola o — sudy pocet ziki, pocitdme primér 50. a 51. hodnoty (obé jsou 1).
Skola y — lichy pocet zakil, medién je roven prostfedn{ (63.) hodnoté.

Skola B — 50% zakn ziskalo 0 nebo 1 bod, 50% zaka ziskalo 2 nebo 3 body;
medidn je roven pruméru hodnot na rozhrani 50%, tj. prumér 1 a 2.



Graf k tloze, CERMAT, katalog https://maturita.cermat.cz/menu/katalogy-pozadavku

V grafu je statistika dopravnich ptestupkil ve sledovaném obdobi. Zavaznost dopravniho prestupku
vyjadfuje pocet odebranych bodu.
Dopravni prestupky
5 17 .5
< 14 12
=]
E 10 8
’5- 7 5
§ O 2
a
I B = m
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pocet odebranych bod za prestupek
Napf. bylo spachano 10 pétibodovych prestupkd.
(2w
Priklad (5+) zadani Priklad (3-) zadani
5.1 Urcete p’rum(?rny p0(:3et bodu 3.1 Urcete, kolik bodu za prestupek
odebrany za jeden prestupek. bylo odebirdno nejéastéji.
5.2 Urcete, kolikrat pocet odebranych 3.2 Uréete primérny pocet bodtt
bodu piekroéil prumérnou hodnotu. odebrany za jeden piestupek.
5.3 Urcete modus. 3.3 Urcete, v kolika ptipadech pocet odebranych
5.4 Urcete medidn. bodu prekroéil prumérnou hodnotu.
5.5 Uréete smérodatnou odchylku. 3.4 Urcete medidn odebranych bodl za pfestupek.
Postup feseni.
e prumeérny pocet bodi odebrany za jeden ptrestupek
Kolik bodu bylo odebrano celkem? ....... ... ... .. [452]
Kolik pfestupku bylo zaznamendno celkem? .. ... ... ...t [100]
Odpovédi (5.1 a 3.2) e [4,52]
e kolikrat pocet odebranych bodu piekroc¢il prumérnou hodnotu
Odpoveédi (5.2 a 3.3) pocet prestupku, kdy bylo odebrano 5 a vice bodt: ...................... [42]

modus odebranych bodu za prestupek
Modus je nejcastéji se vyskytujici hodnota (odebranych bodu), tj. nejvyssi éetnost (odebranych bodu)
Odpovédi (5.3, 3.1) max{14, 17,15, ... 2,3} = .. oot 2]

median odebranych bodu za prestupek
"nakopirujeme” odebrané body tolikrat, kolik bylo pfestupkt, tj. 1...12...2 ...
S~

14 17
a ur¢ime, co bude (celkovy pocet prestupku je sudy, takze ) na mistech..................... [50 a 51]
Odpoveédi (5.4, 3.4) Mediln J& . ..ottt [4]
- . : 2 1 ¢ 2 -2
smérodatnd odchylka (ach jo, vzorce...) y/rozptyl, rozptyl sz =.................... -y xi —T
n
i=1
seCteme druhé mocniny odebiranych bodu vynasobenych poéty prestupku,
5. 12 144 22 1T 4 . 122 3 [2908]
to je totéz, co soucet 1...1,4...4,9...9,16...16,25...25,36...36,49...49,64...64,81...81,100...100121...121,144...144
[ S S N7 S N i 7 e iy 7
14 17 15 12 10 8 7 5 4 3 2 3
vydélime poctem piestupka .......... odecteme primeér? .......... odmocnime .......... [v/8, 6496



Kombinatorika
Variace, permutace, kombinace zélezi na potradi? nezalezi na poradi?

k-¢lenna variace z n prvku

usporadand k-tice sestavena z prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou................ na potadi zalezi
Vik,n)=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1) (kombinatorické pravidlo soucinu)
s opakovanim: kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k krét,

V'(k,n) =n*

permutace z n prvki

uspoiadana n-tice sestavend z prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou ............... na poradi zalezi
P(n) =n!

k-¢lennd kombinace z n prvku
neusporadand k-tice sestavend z prvku tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou........ na poradi nezélezi

pocet viech k-Clennych kombinaci z n prvku je <Z

Statistika

Neékteré charakteristiky polohy kvantitativniho znaku

r+xr2+...+xy
n

n
. U |
e aritmeticky primeér x = — E T; =
n
=1

n

U,
e vazeny aritmeticky prumér maji-li hodnoty u; vahy (Cetnosti) v;: ay = Z;:;l”

j=1"Yj
e modus Mod(z) je hodnota x; s nejvyssi ¢etnosti (n;)

Tnil, pro liché n
2

e medidn Med(z) ¢ |
5 <x% —i—:chH) , prosudén

kde 21 < 29 < ... <z, jsou hodnoty z; usporadané podle velikosti.

Neékteré charakteristiky variability

n

1
e rozptyl s2 = — g (z; — T)?
n
i=1

e smérodatna odchylka s, = \/s2

T

Doporucena cetba.

e Ucebnice: Rada ”Uéebnice pro gymnézia”, dil ? Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika.”
Autoii Emil Calda, Vaclav Dupa¢, vydavatelstvi Prometheus, 1993, dotisky.

e (kombinatorika)
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ portal/kombinatorika

e Sbirka piikladi: Matematika. P¥iprava k maturité a k pfijimacim zkouskdm na vysoké skoly.
Autorka: Jindra Petdkova, vydavatelstvi Prometheus, 1998, dotisky.
Kapitoly 18 (kombinatorika) a 20 (Pravdépodobnost a statistika)

® https://maturita.cermat.cz/menu/testy-a-zadani-z-predchozich-obdobi/matematika/testy-a-zadani-matematika

Videa z lekci najdete na Dotazy, nazory, pfipominky, pfani piste na

https://fs.cvut.cz/pripravny-kurz-z-matematiky / ludek.benes@ fs.cvut.cz




