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Kombinatorika, pravděpodobnost, statistika

Kombinatorika Kombinatorické pravidlo součtu

Př́ıklad 1, CERMAT, podzim 2020
Ve tř́ıdě je 32 žák̊u,
13 z nich hraje na kytaru, 15 na flétnu a 10 žák̊u nehraje na žádný z těchto dvou nástroj̊u.
Vypočtěte, kolik žák̊u tř́ıdy hraje na kytaru i na flétnu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [6]

Označme A množinu kytarist̊u, B množinu flétnist̊u,
U množinu nehudebńık̊u.

I prvky U , které patř́ı do A a zároveň nepatř́ı do B
II prvky U , které patř́ı do A a zároveň patř́ı do B
III prvky U , které patř́ı do B a zároveň nepatř́ı do A
IV prvky U , které nepatř́ı do A a zároveň nepatř́ı do B

Př́ıklad 2
Na přednášku přǐslo 140 student̊u pěšky nebo přijeli MHD. Jinak zp̊usob dopravy nepoužil nikdo.
Při cestováńı MHD je možné použ́ıt autobus, tramvaj nebo metro.

• Autobusem přijelo 80 student̊u, metrem 70, tramvaj́ı 50.

• Autobus a metro použilo 40 student̊u.

• Autobus a tramvaj použilo 30 student̊u.

• Metro a tramvaj použilo 30 student̊u.

• Všechny 3 druhy MHD při jedné cestě použilo 20 student̊u.

Kolik student̊u nepoužilo MHD? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [20]

Množinu student̊u, kteř́ı přijeli autobusem označ́ıme SA,
metrem SB , tramvaj́ı SC . Potom počet student̊u, kteř́ı použili alespoň
jeden druh MHD, je stejný, jako počet prvk̊u množiny SA∪ SB ∪ SC.

SA ∪ SB ∪ SC = |SA|+ |SB|+ |SC| − |SA ∩ SB| − |SA ∩ SC| − |SB ∩ SB|+ |SA ∩ SB ∩ SC|
Alespoň jeden druh MHD použilo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [120] student̊u.

Přǐslo 140 student̊u, zbývá tedy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [20] student̊u, kteř́ı přǐsli pouze pěšky.
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Kombinatorika Kombinatorické pravidlo součinu

Př́ıklad 3, CERMAT, jaro 2021
Z šesti č́ıslic 0, 1, 2, 3, 4, 5 vytvář́ıme pěticiferná č́ısla, v jejichž zápisu jsou v každé trojici sousedńıch č́ıslic
tři r̊uzné č́ıslice (např. č́ıslo 10 240: 102, 024 a 240). Č́ıslo nezač́ıná č́ıslićı 0.
Kolik pěticiferných č́ısel splňuj́ıćıch uvedené podmı́nky lze vytvořit? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [1600]

Př́ıklad 4, CERMAT, podzim 2018
Před vstupem do mı́stnosti je nutné otevř́ıt dvoje dveře.
U každých dveř́ı se zadává čtyřmı́stný kód, který může obsahovat č́ıslice 0,. . . , 9. Dále plat́ı:
kód u prvńıch dveř́ı obsahuje všechny 4 č́ıslice 1,2,3,4; kód u druhých dveř́ı splňuje současně podmı́nky:
neobsahuje č́ıslici, která je v kódu u prvńıch dveř́ı, obsahuje právě dvakrát č́ıslici 0, a to na druhém a třet́ım
mı́stě, neobsahuje kromě 0 žádnou č́ıslici v́ıcekrát.
Určete počet všech možnost́ı splňuj́ıćıch podmı́nky zadáńı pro kód
u prvńıch dveř́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [24]
u druhých dveř́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [20]

Faktoriál n! = n · (n− 1)! = n · (n− 1) · . . . 3 · 2 · 1
Př́ıklad 5
Zjednodušte (pro n ∈ N)
(n+ 1)!

n!
− (2n)!

(2n+ 1)!
+

(3n− 1)!

(3n− 2)!
= . . . = (n+ 1)− 1

2n+ 1
+ (3n− 1) =

8n2 + 4n− 1

2n+ 1

Př́ıklad 6, CERMAT, podzim 2024
Jsou dána č́ısla A a B, A = 1000! · 3!, B = 999! · 5!
Kolikrát je č́ıslo A větš́ı než č́ıslo B? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [50 krát]

Kombinačńı č́ıslo

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
Př́ıklad 7
Řešte rovnici s neznámou n ∈ N.(
n

2

)
+

(
n− 1

2

)
= 4

Př́ıklad 8, CERMAT, jaro 2015

Jaký je absolutńı člen rozvoje

(
1√
x
+ x2

)15

? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
15!

3! · 12!
(absolutńı člen neobsahuje proměnnou x)

Př́ıklad 9, CERMAT, podzim 2024

Jsou dána kombinačńı č́ısla A =

(
8

4

)
, B =

(
8

k

)
.

Př́ıklad 10, CERMAT, jaro 2024
https://maturita.cermat.cz/files/files/MA MZ2024J TS.pdf

Při př́ıpitku na oslavě narozenin se ozvalo 15 t’uknut́ı. Každý účastńık oslavy si jedenkrát přit’ukl s každým.
Kolik osob bylo na oslavě? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [6]
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Pravděpodobnost
Př́ıklad 11, CERMAT, 2022,podzim

Počet možných dvojic, které zbydou v osud́ı: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[
v =

(
9

2

)]
.

V osud́ı byly 4 mı́čky se sudým č́ıslem. Počet možných dvojic sudých č́ısel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[
p =

(
4

2

)]
.

Pravděpodobnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[
p

v
=

1

6

]
Př́ıklad 12, CERMAT, jaro 2021
V baĺıčku je 12 karet oč́ıslovaných přirozenými č́ısly od 1 do 12. (Každá karta obsahuje právě jedno č́ıslo,
žádné dvě karty nejsou oč́ıslovány stejným č́ıslem.) Baĺıček zamı́cháme a náhodně vytáhneme dvojici karet.

Jaká je pravděpodobnost, že součet obou č́ısel na tažených kartách je dělitelný šesti? . . . . . . . . . . . . . . . .

[
5

33

]
Počet všech výsledk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (dvojice z 12) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(
12

2

)
Př́ıznivé výsledky: součet je 6, 12 nebo 18.
Počet př́ıznivých výsledk̊u (žádné 2 karty nemaj́ı stejné č́ıslo) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10.

součet dvojice počet
6 1 a 5, 2 a 4 2
12 1 a 11, 2 a 10, 3 a 9, 4 a 8, 5 a 7 5
18 6 a 12, 7 a 11, 8 a 10 3

Př́ıklad 13, CERMAT, podzim 2023

Jaká je pravděpodobnost jevu:

Zápis ṕısmen vylosovaných mı́čk̊u je ABC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P1 =
5 · 2 · 3
10 · 9 · 8

=
1

24

Zápis ṕısmen vylosovaných mı́čk̊u je BCC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P2 =
2 · 3 · 2
10 · 9 · 8

=
1

60

Př́ıklad 14, CERMAT, jaro 2023
V osud́ı je 6 černých mı́čk̊u a 4 b́ılé mı́čky. Náhodně vytáhneme dvojici mı́čk̊u.
Jaká je pravděpodobnost, že oba dva vytažené mı́čky budou mı́t stejnou barvu?

Počet všech možnost́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .výběr dvou z deseti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(
10

2

)
= 45

Př́ıznivé jevy: 2 černé ze 6 + 2 b́ılé ze 4

(
6

2

)
+

(
4

2

)
= 15 + 6 = 21

Pravděpodobnost: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
21

45
=

7

15
Nepř́ıznivé jevy: jeden černý a jeden b́ılý . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .pravidlo součinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6 · 4
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Statistika

Př́ıklad 15, CERMAT, jaro 2024
Během II. pololet́ı si oproti I. pololet́ı tři žáci tř́ıdy zlepšili výslednou známku z fyziky o 1 stupeň, dva žáci
dokonce o 2 stupně. Ostatńı žáci měli z fyziky v I. i ve II. polelt́ı stejnou známku. Aritmetický pr̊uměr
výsledných známek z fyziky na konci II. pololet́ı se změnil oproti I. pololet́ı o čtvrt stupně.
Kolik žák̊u tř́ıdy dostalo na konci II. pololet́ı známku z fyziky? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [28]
Označ́ıme x součet známek v I. pololet́ı, N počet žák̊u, kteř́ı dostali známku z fyziky.

Aritmetický pr̊uměr v I. pololet́ı byl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x

N
.

Zlepšeńı známek: (tři o 1 stupeň, dva o 2 stupně) znamená,
že součet známek ve II. pololet́ı bude x− 3− 2 · 2, tj. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x− 7.

Aritmetický pr̊uměr známek ve II. pololet́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x− 7

N
.

Změna arit. pr̊uměru . . . . . . . . . . . . . . . .
x− 7

N
=

x

N
− 1

4
. . . . . . . . . . . . . . . .− 7

N
= −1

4
. . . . . . . . . . . . . . . .N = 28.

Př́ıklad 16, CERMAT, podzim 2021

Označ́ıme četnosti: počet dvojek n2, počet trojek n3, počet pětek n5

Co je dáno?

• Počet žák̊u je 90. To znamená, že součet všech četnost́ı muśı být 90.
5 + n2 + n3 + 2 + n5 = 90, tedy n2 + n3 + n5 = 83

• Žádné četnosti nejsou stejné, t.j. n2 ̸= n3, n3 ̸= n5, n3 ̸= n5

• Medián známek je 2. Medián urč́ıme tak, že zaṕı̌seme všechny známky 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
5

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n3

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
2

, 5, . . . , 5︸ ︷︷ ︸
n5

.

Zjist́ıme, které známky jsou (počet žák̊u je sudý, takže) na mı́stech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [45. a 46.]
Muśı tam být obě dvojky.

To znamená, že dvojek muśı být aspoň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [41]

• Modus známek je 3, to znamená, že trojek muśı být nejv́ıce.

• Z požadavku na modus a medián dostaneme, že dvojek a trojek dohromady muśı být v́ıce než 82,
nesmı́ být stejné. Už v́ıme, že n2 + n3 + n5 = 83,
takže jediná možnost je: n2 =. . . . . . . . . . . . . . . . . , n3 =. . . . . . . . . . . . . . . . . , n5 =. . . . . . . . . . . . . . . . . [41,42,0]
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Graf k úloze https://maturita.cermat.cz/files/files/Matematika/intaktni-zaci/MZ2021/MZ2021 MA DT.pdf

počet bod̊u 0 1 2 3 arit.pr̊uměr modus medián

Škola α počet žák̊u 25 40 25 10
40 + 50 + 30

100
= 1, 2 1 1 (pozice 50 a 51)

Škola β počet žák̊u 40% 10% 35% 15% 0, 1 + 0, 7 + 0, 45 = 1, 25 0
1 + 2

2
= 1, 5

Škola γ počet žák̊u 65 0 25 35 1,24 0 0 (pozice 63)

Počet žák̊u ve škole γ urč́ıme ze zadaného aritmetického pr̊uměru: 1, 24 =
50 + 105

x+ 25 + 35
⇒ x+ 60 =

155

1, 24
Modus je hodnota s nejvyšš́ı četnost́ı (počet bod̊u, který dostalo nejv́ıce žák̊u).

Medián určujeme z hodnot źıskaných bod̊u uspořádaných podle velikosti:

Škola α – sudý počet žák̊u, poč́ıtáme pr̊uměr 50. a 51. hodnoty (obě jsou 1).

Škola γ – lichý počet žák̊u, medián je roven prostředńı (63.) hodnotě.

Škola β – 50% žák̊u źıskalo 0 nebo 1 bod, 50% žák̊u źıskalo 2 nebo 3 body;

medián je roven pr̊uměru hodnot na rozhrańı 50%, tj. pr̊uměr 1 a 2.
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Graf k úloze, CERMAT, katalog https://maturita.cermat.cz/menu/katalogy-pozadavku

Př́ıklad (5+) zadáńı Př́ıklad (3-) zadáńı
5.1 Určete pr̊uměrný počet bod̊u

odebraný za jeden přestupek.

5.2 Určete, kolikrát počet odebraných
bod̊u překročil pr̊uměrnou hodnotu.

5.3 Určete modus.

5.4 Určete medián.

5.5 Určete směrodatnou odchylku.

3.1 Určete, kolik bod̊u za přestupek
bylo odeb́ıráno nejčastěji.

3.2 Určete pr̊uměrný počet bod̊u
odebraný za jeden přestupek.

3.3 Určete, v kolika př́ıpadech počet odebraných
bod̊u překročil pr̊uměrnou hodnotu.

3.4 Určete medián odebraných bod̊u za přestupek.

Postup řešeńı.

• pr̊uměrný počet bod̊u odebraný za jeden přestupek
Kolik bod̊u bylo odebráno celkem? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [452]
Kolik přestupk̊u bylo zaznamenáno celkem? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [100]
Odpovědi (5.1 a 3.2) P = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[4,52]

• kolikrát počet odebraných bod̊u překročil pr̊uměrnou hodnotu
Odpovědi (5.2 a 3.3) počet přestupk̊u, kdy bylo odebráno 5 a v́ıce bod̊u: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [42]

• modus odebraných bod̊u za přestupek
Modus je nejčastěji se vyskytuj́ıćı hodnota (odebraných bod̊u), tj. nejvyšš́ı četnost (odebraných bod̊u)
Odpovědi (5.3, 3.1) max{14, 17, 15, . . . 2, 3} = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [2]

• medián odebraných bod̊u za přestupek
”nakoṕırujeme”odebrané body tolikrát, kolik bylo přestupk̊u, tj. 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

14

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
17

...

a urč́ıme, co bude (celkový počet přestupk̊u je sudý, takže ) na mı́stech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [50 a 51]
Odpovědi (5.4, 3.4) medián je . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [4]

• směrodatná odchylka (ach jo, vzorce...)
√
rozptyl, rozptyl s2x =. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

n

n∑
i=1

x2i − x̄2

sečteme druhé mocniny odeb́ıraných bod̊u vynásobených počty přestupk̊u,
tj. 12 · 14 + 22 · 17 + . . .+ 122 · 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [2908]
to je totéž, co součet 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

14

, 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
17

, 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
15

, 16 . . . 16︸ ︷︷ ︸
12

, 25 . . . 25︸ ︷︷ ︸
10

, 36 . . . 36︸ ︷︷ ︸
8

, 49 . . . 49︸ ︷︷ ︸
7

, 64 . . . 64︸ ︷︷ ︸
5

, 81 . . . 81︸ ︷︷ ︸
4

, 100 . . . 100︸ ︷︷ ︸
3

121 . . . 121︸ ︷︷ ︸
2

, 144 . . . 144︸ ︷︷ ︸
3

vyděĺıme počtem přestupk̊u . . . . . . . . . . odečteme pr̊uměr2 . . . . . . . . . . odmocńıme . . . . . . . . . . [
√
8, 6496]
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Kombinatorika

Variace, permutace, kombinace zálež́ı na pořad́ı? nezálež́ı na pořad́ı?

k-členná variace z n prvk̊u
uspořádaná k-tice sestavená z prvk̊u tak, že každý se v ńı vyskytuje nejvýše jednou. . . . . . . . . . . . . . . . na pořad́ı zálež́ı
V (k, n) = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) (kombinatorické pravidlo součinu)
s opakováńım: každý se v ńı vyskytuje nejvýše k krát,
V ′(k, n) = nk

permutace z n prvk̊u

uspořádaná n-tice sestavená z prvk̊u tak, že každý se v ńı vyskytuje nejvýše jednou . . . . . . . . . . . . . . . na pořad́ı zálež́ı

P (n) = n!

k-členná kombinace z n prvk̊u

neuspořádaná k-tice sestavená z prvk̊u tak, že každý se v ńı vyskytuje nejvýše jednou . . . . . . . . na pořad́ı nezálež́ı

počet všech k-členných kombinaćı z n prvk̊u je

(
n

k

)
Statistika

Některé charakteristiky polohy kvantitativńıho znaku

• aritmetický pr̊uměr x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi =
x1 + x2 + . . .+ xn

n

• vážený aritmetický pr̊uměr maj́ı-li hodnoty uj váhy (četnosti) vj : ūV =

∑n
j=1 ujvj∑n
j=1 vj

• modus Mod(x) je hodnota xj s nejvyšš́ı četnost́ı (nj)

• medián Med(x)

 xn+1
2
, pro liché n

1
2

(
xn

2
+ xn+1

2

)
, pro sudé n

kde x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn jsou hodnoty xi uspořádané podle velikosti.

Některé charakteristiky variability

• rozptyl s2x =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

• směrodatná odchylka sx =
√

s2x

Doporučená četba.

• Učebnice: Řada ”Učebnice pro gymnázia”, d́ıl ”Kombinatorika, pravděpodobnost, statistika.”
Autoři Emil Calda, Václav Dupač, vydavatelstv́ı Prometheus, 1993, dotisky.

• (kombinatorika)

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/kombinatorika

• Sb́ırka př́ıklad̊u: Matematika. Př́ıprava k maturitě a k přij́ımaćım zkouškám na vysoké školy.
Autorka: Jindra Petáková, vydavatelstv́ı Prometheus, 1998, dotisky.
Kapitoly 18 (kombinatorika) a 20 (Pravděpodobnost a statistika)

• https://maturita.cermat.cz/menu/testy-a-zadani-z-predchozich-obdobi/matematika/testy-a-zadani-matematika

Videa z lekćı najdete na

https://fs.cvut.cz/pripravny-kurz-z-matematiky/

Dotazy, názory, připomı́nky, přáńı pǐste na

ludek.benes@ fs.cvut.cz
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