Uloha 13

Stanoveni momentu setrvacénosti torznim kyvadlem

Moment setrva¢nosti

Moment setrva¢nosti J charakterizuje vlastnosti tuhého télesa rotujiciho kolem pevné osy.
V ptipad¢, ze hmota télesa je rozlozena spojité, definujeme moment setrvac¢nosti vztahem:

J= I r2dm, 1)

kde dm je element hmotnosti télesa, r je vzdalenost tohoto elementu od osy rotace. Integraci
provadime pies celou hmotnost M .

Tab. 1 Moment setrvacnosti valce vzhledem k ose symetrie

Téleso Moment setrvacnosti

Plny vl
ny valec J=%mr2

Duty val 1
uhy valee Jzzm(r12+r22)

Deformace zkroucenim (torze)

Modul pruznosti ve smyku (torze) se uplatiiuje pti zkrucovani (torzi) ty¢i. Uvazujme piimou
valcovou ty¢ (ptimy kruhovy valec) o poloméru R a délce |, jejiz jeden konec je (nepohyblive)

upevnén a na jejim druhém konci silova dvojice vyvolava kroutici moment M ve sméru osy
ty¢e (obr. 1). Jiné silové piisobeni neuvazujeme.

Deformace tyCe se projevuje pootocenim kazdého pti¢ného prifezu tyce (mimo upevnénou
zakladnu). Ptitom pfedpokladame, ze i pii deformaci tyce zlstava kazdy jeji pfi€ny prufez
rovinnym.

Vybereme-li z ty¢e elementarni valcovou vrstvu o poloméru r < R a tloustce dr, vidime, Ze

puvodné kolmy elementarni hranolek, omezeny dvéma povrchovymi piimkami, se pfi
zkrucovani ty¢e deformuje jako hranolek na obr. 1. Zkrouti-li se ty¢ délky | na volném konci

o thel ¢, pak pro zkos y plati: y = rl_(p

Tento zkos vznika te¢nym napétim 7 a plati:
2
r=Gy=G I’I_(p . @)
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Obr. 1

Konstanta G je modul pruznosti ve smyku (modul torze). Je to konstanta daného materialu a
maé stejnou jednotku jako napéti [G] = N.m? = Pa (pascal).
Tecné napéti 7 na mezikruzi poloméru r a tloustky dr je dano podilem te¢né sily dF a plochy
mezikruzi dS =2zrdr
,_OF__dF _Gre
dS 2zrdr I

Tec¢na sila dF ma vzhledem k ose tyce elementarni moment dM a po dosazeni z (3) dostaneme

2
_2xGr ? dr

= dF 3)

dM = rdF sin90°= dr. (4)
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Tuto rovnici integrujeme v mezich od r=0 do r =R a dostaneme vztah mezi krouticim

momentem M a zkroucenim tye ¢ Ve tvaru

R 4
M :J-ZﬂGq0r3dr:7tGR
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Tento vysledek se casto uvadi ve tvaru
_nGR*
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M=Kegp, kde |K (5)

Konstanta imérnosti K se nazyva torzni tuhost télesa.



Torzni kyvadlo

Moment setrvacnosti 1ze uréit vypoctem z defini¢niho vztahu (1) pouze v ptipade télesa,
které ma jednoduchy pravidelny tvar. U téles, kterd sice jsou homogenni, ale nemaji
pravidelny geometricky tvar, nelze tento vypocet provést. V takovém piipadé lze pouzit nize
popsanou metodu, ktera je vhodna ke stanoveni momentu setrvacnosti télesa vzhledem k ose
zavésime téleso na ocelovy drat, tedy tato osa splyne s osou dratu. Pooto¢ime-li poté téleso kolem
osy, bude po uvolnéni konat torzni kmity, popsané pohybovou rovnici (2) pro torzni kyvadlo (obr. 1).

Obr. 1 Torzni kyvadlo,

Pohybova rovnice ma tvar

d’e
J =—Kop, 6
a2 @ (6)
kde ¢ je thel odpovidajici zkrouceni dratu a J je méfeny moment setrvacnosti, K je

konstanta (5)
Upravou rovnice (6) dostaneme diferencialni rovnici harmonického pohybu (analogie kmitani
télesa na pruzing)
d?p K
+—¢p=0, 7
dt> J ? ()

kde ?z w*a soutasné @ = ZT—” kde T je doba kmitu (perioda) a pro dobu kyvu torzniho

r=1T=£=7r\/z. (8)
2 1) K

Hledany moment setrva¢nosti je mozné vypocitat z rovnice (4). To by vSak vyZadovalo zmé&fit
nejen dobu kyvu 7, ale i konstantu K, tedy podle vztahu (5) zmé&tit polomér r, délku | dratu

kyvadla tedy plati



a uréit G . Casto v8ak neni znamo zcela presné z jakého materialu je pouZity drat vyroben,
nelze tedy urcit z tabulek jeho modul pruznosti ve smyku G . Proto je vyhodnéjsi volit postup,
kdy nemusime pocitat s konstantou K.

Zadani:

1) Zméite dobu kyvu torzniho kyvadla 7z pro dané téleso a dobu kyvu 7' pro totéz téleso
spojené s pomocnym télesem.

2) Vypoctéte moment setrvacnosti J;, pomocného télesa vzhledem k 0se symetrie.

3) Stanovte moment setrvacnosti J daného télesa pomoci doby kyvu torzniho kyvadla.

4) Urcete modul pruznosti ve Smyku G materialu dratu.

Teorie

Zmétime dobu kyvu 7 télesa, jehoz moment setrvacnosti stanovujeme. Potom k télesu
soumérné s osou dratu pfipojime dalsi pomocné téleso, jehoZ moment setrvacnosti J, zndme.

Uréime dobu kyvu 7' takto vzniklé soustavy. Pro podil dob kyvi 7, 7’ pak na zakladé

vztahu (8) plati
T J
== . ©)
T J+J,;

Moment setrvacnosti J tedy miizeme vyjadrit takto
'J 1
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Modul ve smyku G materialu, z né¢hoz je vyroben zavésny drat, uréime na zakladé znalosti

parametrt dratu, momentu setrva¢nosti J a doby kyvu 7 torznich kmitd soustavy. Ze vztahu
(5) a (8) vyplyva

J= (10)

o= (11)

Mereni

e Jako pomocné téleso zvolte kruhovy prstenec hmotnosti m s vnitinim primérem d, a

s vn&j$im pramérem d,. Rozméry pomocného télesa zméite, hmotnost uréete vazenim.

WV

Moment setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici t€zistém pro téleso tohoto tvaru je dan
vyrazem



1
J,==m(d/+d}). 12
1=5m(d! +d7) (12)
e Doby kyvu torznich kmiti méfte metodou naslednych méfeni pomoci pocitace.
Nejistoty méreni
e Pro nejistotu typu A momentu setrva¢nosti J, ktera je urCena aplikaci obecného

vztahu pro Sifeni nejistot (text “Nejistoty nepfimého méfeni, vztah (3)) na vztah (10),
plati:

2
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U =2J, T_z—z (T_J UTZA +ur2’/-\ ' (13)
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T
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kde nejistota typu A dob kyvi je rovna nejistoté smérnic z programu na PC. Ostatni veli¢iny
byly méfeny jen jednou, a tedy nemaji nejistotu typu A.

e Pro nejistotu typu B momentu setrvacnosti J bude podle (10) platit:
Ujp =Uys
Pro urceni nejprve absolutni a poté relativni nejistoty momentu setrvaénosti J; aplikujeme

vztah (3) text “Nejistoty nepiimého méfeni” na rovnici (12). Protoze nejistota vnéjsiho a
vnitiniho priméru bude stejna (stejné méfidlo), plati:

4
2 2
urJB = l"IrJlB = \/urm + 2 ud (14)

e Nejistota modulu pruznosti ve smyku G je sloZena z nejistoty typu A, ktera se vztahuje
k méfeni doby kyvu (nejistotu typu A priméru dratu zanedbejme), a z nejistoty typu B,
kde zdroji nejistot jsou piimo métené veli¢iny |, J, r.

Pro nejistotu typu A lze ze vztahu (11) pro stanoveni nejistoty nepiimo méfené veliCiny

Ve tvaru soucinu a podilu odvodit

Uga = uerA +4ur27A . (15)

Podobné dostaneme pro nejistotu typu B vyraz
Urcs :\/UrZJB +uﬁB +16ur2rB : (16)




