5. MECHANIKA KONTINUA

5 Mechanika kontinua
5.1 Vektor napéti, Hook(v zakon

5.1.1 Tahatlak

Pii popisu pohybu tuhého télesa jsme zanedbavali jeho deformaci vlivem pusobicich sil.
Ukolem nauky o pruznosti je zjistit souvislost mezi deformacemi a napé&timi, ktera v télesech budi

4

pokusech homogenni ty¢ délky | konstantniho pfi¢ného prifezu o plosném obsahu S, na jednom
konci upevnénou, zatéZoval na druhém konci silou F (obr. 5.1) Sila F se rusi s reakci upevnéni, a
proto je deformovana ty¢ v klidu. Kazda &ast zatizené ty¢e je namahana stejné velkou silou F
ktera zpusobila prodlouzeni ty¢e o Al =1-1,, pficemz pifi¢ny prifez tyCe pfi zatizeni silou F ma

plosny obsah S < S.

L,
} |

ol

Obr. 5.1

Pomér prodlouzeni ty¢e Al K jeji délce lp v nezatizeném stavu, tedy

Al 1=l 5.)

udava ciselné prodlouzeni tyce jednotkové délky a fikame mu relativni (pomérné) prodlouZeni.
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5. MECHANIKA KONTINUA

Podil velikosti ptsobici sily F a plosného obsahu S prufezu ty¢e kolmého k plsobici sile

se nazyvd normalové napéti.

V technické praxi se jest¢ pouziva smluvni napéti R=—
SO
nezatizené tyce.

Kvalitativni pribéeh zavislosti napéti na relativnim prodlouzeni

(5.2)

, kde Sp je plosny obsah prifezu

¢ je dan kiivkou deformace na obr.

5.20br. 5.2. Tento diagram experimentalné zjistime, budeme-li ty¢ na obr. 5.1 zatézovat postupné

rostouci silou F a zjist'ovat piislusné relativni prodlouzeni ¢.
[ ]

Pocatecni linearni pribéh zavislosti v intervalu mezi body 0-E plati jen do meze iumérnosti Re.
Zatézujeme-li ty¢ dale, dosthneme meze pruznosti, ktera se zpravidla mnoho nelisi od meze

umérnosti. V useku do bodu P plati, Ze snizujeme-li opét zatiZzeni ty¢e az do Gplného odlehcenti,
probiha zavislost R, o na ¢ po prakticky stejné ktivce, jako kdyz v tomto oboru zatiZeni rostlo.

V tomto oboru se latka chové jako témét dokonale pruzna.
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Obr.5.2 [1]

Zatézujeme-li material nad mez pruznosti Rp, zjistime po odlehceni tyce, Ze jeji deformace

nezmizi Upln€, ale Zze zUstava jistd trvala deformace, kterou nazyvame téz plastickou
deformaci. Napéti R. pfislusné bodu K nazyvidme mezi kluzu. Pfi tomto napéti se ty¢
prodluzuje, aniz se jeji zatizeni (napéti) zvétSuje. Fyzikalni vlastnosti materidlu se za¢inaji menit

a material se zpeviiuje.
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5. MECHANIKA KONTINUA

e Pti dalSim zvySovani napéti tyCe roste jeji deformace az napéti dosahne nejvyssi hodnoty, meze
pevnosti v tahu Ry, materialu (bod M).

Dalsi prubéh zavislosti napéti na deformaci v R— & diagramu je klesajici. Ty¢ se porusi v miste,
Vv némz se pii dosazeni meze pevnosti zacne prifez zuzovat. Proto pii tomto procesu napéti mezi
body M—F opét klesa, nebot’ je vztazeno na pocatecni prifez So. Vlivem zmenSeni prafezu pii
namahani tyce v tahu vSak skute¢né napéti o Vtyc¢i roste, predev$im v mistech, kde dochazi
K mistnimu z0zeni tyCe. V tomto misté tyCe dochazi kone¢né i k jejimu pietrzeni (obr. 5.2,
carkovana kiivka).

Jestlize po odlehceni tyCe nezmizi celd jeji deformace ihned, ale jen jeji Cast, a zbytek
deformace az po urcité dobé, fikdme tomuto jevu dopruzovani, elasticka hystereze. To se pfi

opakovaném namahani materialu tahem a tlakem projevi na kfivce zavislosti o na & smyckou,
nazyvanou hysterezni smycka.

5.1.2 Hookuav zakon

Souvislost mezi napétim a deformaci materialu do meze timérnosti vyjadiuje Hookiiv zakon
pro tah (tlak)

o=¢E . (5.3)

Konstanta tmérnosti E se nazyvd modul pruZnosti v tahu nebo Youngiv modul. Je to
konstanta daného materialu, jejiZ velikost nezavisi na tvaru a rozmérech télesa. Modul E ma stejnou
jednotku (N . m™ = Pa) jako napéti o, nebot’ ¢ je velidina bezrozméra. Hookiiv zakon plati jen do
meze Umérnosti. Hookdv zdkon plati i pro namahani tlakem; v tomto pfipad¢ jsou veli¢iny o, Al a

7 /’// / / 7

1

& zaporné.

b |

Obr. 5.3
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5. MECHANIKA KONTINUA

Ty¢ namahana tahem se nejen prodluzuje, ale soucasné se také zmensuji jeji piicné rozmery a tedy i
jeji prufez. Tato deformace je také pfimo imérna napéti.

Ty¢ ctvercového prifezu na obr. 5.3 se pfi namahani tahem silou F prodlouzi o Al=I1-1, a
soucasn¢ se strany ctvercového prirezu zkrati z pivodni Sitky a,, kterou mé ty¢ bez zatizeni

(nezatizend), na §itku a < a;. Pomér pficného zkraceni ty¢e a;—a a pivodni

Sitky ap prifezu tyCe je pomérné pricné zkraceni 7

%8 (5.4)

Definujme jesté Poissonovo ¢islo, coz je pomér pomérného pii¢ného zkraceni 7 a pomérného
podélného prodlouzeni &. Znac¢ime jej ¢ nebo v

—y =1
H=v =" (5.5)

Poissonovo Cislo ¢ udava, kolikrat je pomérné priéné zkraceni 7 vétSi neZ pomérné podélné
prodlouZeni ¢.

Vypocitejme jesté zmeénu objemu AV =V -V tyce ¢tvercového piicného priifezu, zpisobenou
namahanim tyce tahem silou F na obr. 5.4.

Ozna¢ime V=1a’ objem tyce napinané silou Fa V,=1;a,” objem nezatizené tyce.
Dosadime-li ze vztahu (5.1) 1=1,(1+¢) a(5.4) a=a,(1-7), mizeme psat
AV =V-V, =1, (L+¢&)a;(L-n)°~1,a2 =1,a2 (¢ —2n) = a’Al - 21,8, Aa.

Zde jsme zanedbali ¢leny druhého a tietiho fadu v proménnych &, 1 jako relativné malé vzhledem

k ¢lenim prvniho fadu. Pro relativni zménu objemu kolmého hranolu (tyce) ptfi namahani prostym
tahem tedy plati:

ﬂ:AVZZA_I_ZEZg_gn:g(l_ZV), (5.6)
VO IO aO IO a0

Jelikoz pfi namahani prostym tahem je AV >0, &> 0, plyne z posledniho vyrazu 1-2v > 0, tedy
0<v<0,5.
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5. MECHANIKA KONTINUA

5.1.3 Namahani pruzného télesa smykem

Pfi naméhani prostym smykem (nebo stfihem) se rovnobézné vrstvy namahan¢ho materialu
navzajem posouvaji, jejich kolma vzdalenost se vSak neméni. Na obr. 5.4 je maly, pivodné kolmy
hranolek, namahan smykem. Jeho vyska b necht’ je dosti mala, aby nenastal ohyb. Pii namahani
hranolku smykem se nezménila vzdalenost mezi hmotnymi Casticemi v jednotlivych vrstvéch,
rovnéz se nezménila vzdalenost mezi vrstvami.

Teéné napéti (napéti ve smyku) 7 je podil teéné sily Fi, pusobici v roviné S horni stény
hranolku, tj. v teéném sméru k plose S a velikosti této plochy:

_R_FR (5.7)
S ac

Obr. 5.4

Predpokladame, ze sila F; je rovnomérné rozlozena po celé plosSe S=ac. Pusobenim sily F; se
horni sténa hranolku posune o malou vzdalenost u (ptedpokladame, ze dolni sténa hranolku je
pevna) takze pivodné pravy tihel, ktery sviraly hrany a a b se zméni o thel y. Pro malé deformace
(tgy =7)

y=o
b (5.8)

Tento pomér se nazyva zkos (pomérné posunuti). Mezi teCnym napétim z a zkosem y plati
Hookuv ziakon pro smyk

7=Gy. (5.9)

Konstanta G je modul pruZnosti ve smyku (modul torze). Je to konstanta daného materialu; ma
stejnou jednotku jako napéti [G] = N. m? =Pa (pascal).
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5. MECHANIKA KONTINUA

Modul pruznosti ve smyku (modul torze) se uplatituje pti zkrucovani (torzi) ty¢i. Uvazujme pfimou
valcovou ty¢ (ptimy kruhovy valec) o poloméru R a délce |, jejiz jeden konec je (nepohyblive)
upevnén a na jejim druhém konci silova dvojice vyvolava kroutici moment M ve sméru osy tyce
(obr. 5.5). Jiné silové pusobeni, v¢etné tihy, neuvazujeme.

Deformace ty¢e se projevuje pooto¢enim kazdého pficného prifezu tye (mimo upevnénou
zakladnu). Pfitom ptfedpokladdme, ze i1 pii deformaci tyCe zlstava kazdy jeji pficny prifez
rovinnym.

Vybereme-li z ty¢e elementarni valcovou vrstvu o poloméru r < R a tloustce dr, vidime, Ze
puvodné kolmy elementdrni hranolek, omezeny dvéma povrchovymi ptimkami, se pfi zkrucovani
ty¢e deformuje jako hranolek na obr. 5.4. Zkrouti-li se ty¢ délky | na volném konci o tihel ¢, pak

je zkos yzrl_go.

Obr. 5.5 (podle [1])

Tento zkos vznika te¢nym napétim z, které je ureno vztahem (5.9), tedy

r=Gy=G-L. (5.10)

Tecné napéti 7 na mezikruzi poloméru r a tloustky dr je dano podilem tecné sily dF a plochy
mezikruzi dS =2zrdr
_dF _ dF Gro

T=—= =——=dF
dS 2zrdr |

84

272G r?
=2 Par (5.11)



5. MECHANIKA KONTINUA

Tecna sila dF ma vzhledem k ose ty¢e elementarni moment dM a po dosazeni z (5.11) dostaneme

27 Go 3

dM =rdF sin90°= dr. (5.12)

Tuto rovnici integrujeme v mezich od r =0 do r = R a dostaneme vztah mezi krouticim momentem
M a zkroucenim tyce ¢ Ve tvaru

R 4
_27Gep 3, wnGR
M= == (5.13)
4
Tento vysledek se Casto uvadi ve tvaru M = Ko, kde K:7tGR Y,

21 | P

Konstanta imérnosti K se nazyva torzni tuhost télesa.

Priklad:

Zatizenim dratu délky 2 m a plochy prifezu 1.107°m? zévazim hmotnosti 102 kg dojde k

prodlouZeni dratu o 2,2.10°m . Vypogitejte normalové napéti, relativni prodlouzeni a Youngiv
modul pruznosti materialu.

Reseni: Pouzijeme Hooktiv zakon (5.3) a vztahy (5.1) a (5.2).

o=t M9 _10210 )45 10°Pa
s s 10
B &
oA 1=k 22107 0y 160900110
IO IO
E=2-9.10" Pa
&
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