4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

4 Mechanika soustavy hmotnych bod( a tuhého télesa

Doposud jsme fesili pouze pohyb jednoho hmotného bodu. V mnoha ptipadech ale tento model
nestaci, protoze tvar, velikost a rozlozeni hmoty nejsou pro feSeni tlohy zanedbatelné. Potom jeden
hmotny bod nahradime soustavou hmotnych bodi, tedy skupinou n hmeotnych bodu, kterou
zkoumame a posuzujeme jako celek. Kazdy jednotlivy bod, ktery se muize pohybovat volné
Vv prostoru mé 3 stupné volnosti, soustava n bodti ma tedy 3n stupiii volnosti. K tiplnému popisu
polohy soustavy musime urcit 3n pohybovych rovnic a stejny pocet vedlejsich podminek (tedy 6n
rovnic), coZ je ¢asto slozita tloha. Pocet rovnic 1ze snizit zavedenim urcitych vazbovych podminek
pro danou soustavu.

4.1 |.vétaimpulzova, zakon zachovani hybnosti

Sily plsobici na soustavu hmotnych bodi délime podle piivodu na dvé skupiny: vnéjsi
(externi) a vnitfni (interni), kterymi na sebe pusobi jednotlivé hmotné body soustavy. Podle 2.

Newtonova pohybového zakona je sila F pisobici na i-tou €astici o hmotnosti m; rovna

F =m;d; = Fiext + Fiint (4.1)

Vnitini sily jsou vzdy parové a podle 3. Newtonova zékona je

— —

Fjint. = —Fjiint. » (4.2)

a proto je soucet vSech vnitinich sil soustavy roven nule. Pohybova rovnice ma pak tvar

. d _ dp - —
D mig; 9 ) (miVi):d—F::ZFiext.:F’ : (4.3)
i i i

ot J€ vyslednice v§ech vnéjsich sil piisobicich na soustavu.

kde F=Y"F

dp . ~ ~
d_E[) = z Fiext. - kde p= Z P - (4.4)
i

Casova zména hybnosti soustavy hmotnych bodi je rovna vyslednici v§ech vnéjSich sil na
soustavu pusobicich. Tato véta se nazyva L. véta impulzova.
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4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

Zvlastnim piipadem je soustava hmotnych bodii, na kterou nepiisobi zadna vyslednice vnéjsich sil.
Takova soustava se nazyva izolovana.

Abychom nemuseli zapisovat pro kazdy hmotny bod soustavy pohybovou rovnici pro vysSetiovani
pohybu soustavy hmotnych bodt definujeme stfed hmotnosti soustavy jako bod, v kterém je
soustfedéna celkova hmotnost soustavy m. Polohovy vektor rg stiedu hmotnosti soustavy je

zaveden vztahem
= _ - . . .1
MPg = M +Mofy + b M = Y Mif; = Fg==> miF, (4.5)
kde m= Zmi je celkova hmotnost soustavy (s€itdme pres vSechny hmotné body soustavy).
i
Jestlize rovnici (4.5) derivujeme podle ¢asu. potom dostaneme vztah

dt

dr; . \ dr,
=>ym— , mi.,=)» mvV , kde v.=—5S,
TG o m=Xng 7, = &

a tedy Vs =£Zmi\7i

(4.6)

Celkova hybnost soustavy p, tj. soucet hybnosti jednotlivych hmotnych bodl, je rovna

hybnosti stiedu hmotnosti pohybujiciho se rychlosti Vg .
=2 my, =my; . (4.7)

Derivovanim vztahu (4.7) podle ¢asu dostaneme
mﬁs = Z mi ﬁi y (48)
i

~ o avg . :
kde &g :d_ts je zrychleni stfedu hmotnosti

Ze vztahu (4.4) a (4.8) vyplyva
ma, =F . (4.9)

Stifed hmotnosti soustavy se pohybuje tak, jako by v ném byla soustfedéna cela hmotnost
soustavy a pusobila na néj vyslednice v§ech vnéjSich sil. Problém soustavy hmotnych bodi je
mozné pievést na feSeni pohybu jednoho bodu, a to stfedu hmotnosti soustavy.
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4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

Rovnici (4.9) mizeme pro soustavu hmotnych bodl znovu piepsat do jednoduchého tvaru

®_g

= 4.10
m (4.10)
Pro pripad izolované soustavy, kde F= z Ifi =0, vyplyva z (4.10), ze
i
g
dt
a proto (derivace konst.= 0) p = konst. (4.11)

Celkova hybnost izolované soustavy je konstantni.

Vztah (4.11) vyjadiuje zakon zachovani hybnosti a je jednim ze zékladnich fyzikalnich zakonu.
Jeho platnost v mechanice je Sir$i nez platnost zakona zachovani celkové mechanické energie,
ktery plati jen pro konzervativni sily.

4.2 Moment sily a moment hybnosti, . véta impulzova

Kromé ucinkti ¢asovych (impulz sily), drahovych (konani prace) mize mit sila i otalivy
ucinek. Otacivy ucinek sily F vzhledem ke zvolenému bodu O je charakterizovan momentem M

sily F vzhledem k bodu O, nazvanému momentovy bod, obr. 4.1. Moment sily M hmotného

bodu ke zvolenému bodu O je definovan vektorovym sou¢inem polohového vektoru F pusobisté
sily asily F

—

M=FxF_ (4.12)

Opét zde zalezi na poradi jednotlivych vektorti v souinu, které nelze zaménit (vlastnosti
vektorového souinu kap. 1) Smér vektoru M uréime pravidlem pravé ruky a je kolmy na rovinu,
V niz lezi vektory Fa F .

Velikost momentu sily ur¢ime jako velikost vektorového soucinu

M =rFsina . (4.13)

Moment hybnosti L hmotného bodu vzhledem k bodu 0 (obr. 4.2) je definovan vektorovym

souc¢inem polohového vektoru ©  hmotného bodu, vedeného zbodu O a hybnosti p=mv

hmotného bodu

L=FxpP=FxmV . (4.14)
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Obr. 4.1 Obr. 4.2

Podobn¢ jako jsme odvozovali vztah mezi silou a hybnosti (kapitola 3), odvodime i vzajemny vztah
mezi momentem sily a momentem hybnosti. Plati

M —rxF=rxd | (4.15)
dt

Casova zména momentu hybnosti (derivace (4.14) podle &asu) je rovna (vektorovy souéin
derivujeme podle pravidel derivovani soucinu - kapitola 2)

dC d dr dp
A _O -5 P
Ul et i
dr dF
— =V —_— =0
gV Ip=xP
d—L:?xd—rj:F'xlE
a
- dL
M=— . 4.16
a (4.16)

Casova zména momentu hybnosti hmotného bodu je rovna vyslednému momentu vyslednice
vnéjSich sil. Podminkou rovnosti je, Ze moment hybnosti a moment sily je urovan vzhledem
k témuz bodu.

Pro soustavu hmotnych bodi musime opét uvazovat ptsobeni sil vnéjsich i vnitinich.
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4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

dL

M=SM. = F-xlfz + FxF. .
iz i Zi:| ZI: |ext Zz jiint = (4.17)

Jelikoz vnitini sily F kterymi na sebe pusobi i-ty a j-ty bod jsou podle 3. Newtonova

jiint ?
pohybového zakona stejné velké a opacného sméru a za predpokladu, ze hmotny bod neptisobi sam
na sebe, je vysledny moment sily vnitinich sil nulovy (vyslednice vnitinich sil v soustaveé nezpiisobi
jeji rotaci). Matematicky to 1ze dokazat takto:

F _»Jnnt"' T % lfjln = jllnt+r X( ﬁjiint):(ﬁ_ﬁ) ><IE»jiint
L = (4.18)
( - ) jiint er Fjllnt
i
, L = dl -
A tedy potom plati vztah Zrix - :E:M . (4.19)

kde Z(ﬁ Flext) je vyslednice momentii vSech vnéjSich sil pisobicich na soustavu

1
hmotnych bodi, je rovna ¢asové zméné celkového momentu hybnosti a nazyva se |Il.
impulsova véta.

Pokud je soustava izolovana, potom celkovy moment hybnosti izolované soustavy je konstantni.

célt_ =0 = L= konst. (4.20)

Vztah (4.20) vyjadiuje zakon zachovani momentu hybnosti.

4.3 Tuhé téleso

Dosud jsme pfi feSeni problémi vystacili s pfedstavou hmotného bodu, ptipadné soustavy
hmotnych bodi, tedy s predstavou nedeformovatelného télesa, jehoz rozméry mizeme zanedbat.
Jestlize si jako dal$i lohu vybereme naptiklad hod mic¢em, uz nam tato predstava pro popis pohybu
nestaci. Mi¢ miZe pii svém pohybu i rotovat a deformovat se. Na pohybujici se téleso musime tedy
nahliZet jako na soustavu castic, piesnéji, musime ji rozdélit na jednotlivé ¢asti, jejichZz rozméry
jsou tak malé, ze zménu rychlosti ani zrychleni v ramci jednotlivé ¢asti neni tfeba uvazovat. Pokud
zanedbame deformaci télesa, a bude tedy platit, Ze vzdalenost dvou hmotnych bodi (elementii)
zistava konstantni, potom ho nazyvame tuhé téleso. Ackoliv vSechna télesa v pfirodé jsou
deformovatelna, piedstava tuhého télesa jako idealizujiciho modelu je velice uzite¢nd, protoze
zjednodusuje analyzu pohybu.
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4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

Tuhé t€leso je tedy soustava hmotnych bodu, ktera ma diky podmince konstantni vzdalenosti
dvou bodi sniZeny pocet stupiit volnosti. Zvolme si v této soustavé libovolny hmotny bod.
Miizeme ho povazovat za volny a ma tedy 3 stupné volnosti. Ale jakykoliv druhy bod uz musi
splinovat pozadavek konstantni vzdéalenosti od prvniho bodu, a proto se miize pohybovat jen po
povrchu koule, jejiz polomér je dand vzdalenost. Pohybu po plose odpovidaji 2 stupné volnosti.
Libovolny tfeti bod je omezen jesté vice, protoze musi udrzovat konstantni vzdalenost od prvniho i
druhého bodu. Mize se tedy pohybovat jen po kruznici se stfedem na spojnici prvniho a druhého
bodu. Pohybu po kiivce piislusi 1 stupen volnosti. Kazdy dalsi bod uz nema zadny stupen volnosti.

Kazdé tuhé téleso, slozené nejméné ze tfi hmotnych bodl, ma tedy 6 stupiiit volnosti. K urceni jeho
pohybového stavu je tieba fesit 2 vektorové (6 skalarnich) rovnice a znat 12 okrajovych podminek.

Pomoci jednoduchych tvah dokdzeme, Ze pro tuhé téleso Ize v kazdém okamziku zménu polohy
slozit z transla¢niho pohybu a rota¢niho pohybu, napiiklad pohybu stifedu hmotnosti soustavy
a rotace télesa kolem okamzité osy prochazejici timto stfedem. Toto tvrzeni ilustruje i obr. 4.3.

pootoceni kolem osy prochazejici
posunuti stfedu hmotnosti stfedem hmotnosti

stred hmotnosti ./ | \ B

Obr. 4.3 (podle [2])

Tuhé téleso tedy popisujeme jako soustavu hmotnych bodii, které¢ se nemohou vii¢i sobé pohybovat.
Téleso rozdélime na elementy o hmotnosti dm a objemu dV, jejichz rozméry musi byt zanedbatelné
malé vici rozmérum celého t€lesa. Pro kazdy element o hustoté¢ p (hustota je konstantni, nebo je

jeji zména v objemu dV zanedbatelné mala) plati:
dm=pdV . (4.21)

Protoze je v tuhém télese takovych elementii nekoneéné mnoho, nemiizeme stanovit jejich pocet a
tedy je se€ist. Soucty v rovnicich pro soustavu hmotnych bodl ptechdzi v integraly. Pro celkovou
hmotnost télesa m plati:

mzjdm:jpdv (4.22)

\Y
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4.3.1 Dynamika pohybu tuhého télesa

translacniho pohybu muze jesté otacet.

Translace (posuvny pohyb) je pohyb, pii kterém libovolna pfimka pevné spojena s télesem
zachovava v prostoru smer. Trajektorie vSech bodu télesa pii translacnim (posuvném) pohybu jsou
stejné a body se pohybuji stejnou okamzitou rychlosti. Pfi translaci tuhého télesa maji vSechny
jeho body v témze okamziku stejnou rychlost a stejné zrychleni a jejich trajektorie maji stejny tvar.
Transla¢ni pohyb je proto popsan pohybem jediného jeho bodu, jimz nejcastéji volime hmotny

Vv v

Rotace télesa je pohyb, pfi kterém ziistava v klidu pfimka v télese. Pokud je poloha této pfimky
v Case konstantni, pak se jedna o rotaci kolem pevné osy. Jestlize se poloha této ptimky s casem
méni, jedna se o rotaci kolem okamzité osy. Pfi rotaci kolem pevné osy opisuji body tuhého télesa
kruznice o riznych polomérech (s vyjimkou osy rotace, na niz zlstavaji body v klidu) v rovinach
kolmych na osu rotace. Jejich obvodové rychlosti zaviseji na vzdalenosti bodii od osy rotace.
Uhlové rychlosti jsou pro vechny hmotné body télesa stejné.

Transla¢ni pohyb tuhého télesa

Translacni pohyb stfedu hmotnosti soustavy byl diskutovan v kapitole 4.1 a pohybovou rovnici
sttedu hmotnosti je rovnice (4.9). Velikost zrychleni hmotného stfedu se rovnd velikosti ptsobici
sily délené celkovou hmotnosti soustavy. Vztah

— 2
%:ﬁ:m% , (4.23)

kde F je vyslednice vSech vngSich sil, je pohybovou rovnici hmotného stiedu, ktery
reprezentuje celé téleso.
Tézisté a stied hmotnosti tuhého télesa

Piedstavme si téleso, které je rozdéleno do velmi malych ¢asti tak, abychom je mohli povazovat za

—

hmotné body. Sila, kterou na kazdy hmotny bod pisobi homogenni tihové pole, je G, =m.g .
Vyslednou silu piisobici na téleso dostaneme vektorovym souctem vsech sil
G = > mg . (4.24)
i

W Wew

Plsobisté sily umistime do bodu, ktery nazveme tézisté. Jeho polohovy vektor T 1ze najit z

podminky rovnosti vysledného momentu sily G a souttu momenti jednotlivych hmotnych bodi
(ke kterémukoliv bodu télesa, naptiklad k pocatku soustavy soutadnic).
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FxG=YFxG =>Fxmg , (4.25)
i i
coz lze upravit na Fmxg=>Y fmxg (4.26)
i
Tato rovnice plati i pro obecné téleso, a proto
I
4 :_Z:rimI , (4.27)
m=
Vyraz pro f je shodny s rovnici (4.5) pro polohovy vektor hmotného stfedu, a proto i =T .
S pouzitim vztahu (4.22) dostaneme vyraz pro vypocet t€zisté tuhého télesa ve tvaru
1
F=— [ rdm . (4.28)
m
(m)
Poloha tézisté je pro homogenni tihové pole totoZna s hmotnym stiedem soustavy.

télesa miizeme stanovit bud’ experimentalné nebo vypoctem.
Sily a jejich skladani
Jestlize ¢astice (hmotny bod) je v rovnovaze, to znamena, Ze se nachazi v klidu nebo pohybu
rovnomérném piimocarém, znamena to, ze vyslednice vSech vnéjSich sil, které na ni plsobi je
nulova. Ukazuje se, Ze tato podminka (nulova vnéj$i sila) neni postacujici pro rovnovahu tuhého
télesa. Na obr. 4.4 je tuhé téleso ve tvaru volné tyCe, na které puisobi dvé stejné velké sily, v prvém
pripad¢ maji rizné pisobisté, v druhém piipadé plisobi v jedné piimce. V prvém piipadé budou sily
ty¢ natacet, v druhém piipadé€ nikoliv. Rota¢ni Gcinky sily vzhledem k bodu v prostoru jsme jiz
popsali v odstavci 4.2 a zavedli jsme vztahem (4.12) veli¢inu moment sily.

Obr. 4.4
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Dvé rovnobézné sily, stejné veliké a opacné orientace s pusobisti na dvou riznych piimkach se
nazyvaji silova dvojice (obr. 4.4).

Moment silové dvojice plsobici na tuhé téleso miizeme vypocitat jako soucet momentl sil
vzhledem k libovolné zvolenému bodu O

M:EXﬁ+F2X(_ﬁ)=(F1_E)Xﬁ=JXﬁ . (429)

Vektor d je orientovan od pusobisté sily — F k pusobisti sily F . Moment silové dvojice, jak
vyplyva z obr. 4.5 a ze vztahu (4.29) nezavisi na volb¢ bodu O.

V obecném piipadé, kdy na tuhé téleso plsobi riizné velké sily rizného sméru, mizeme pouzit
n¢kolik zakladnich pravidel pro pfesun a sklddani sil. Pasobisté kazdé sily mizeme libovolné
posunout po piimce, v které piisobi. Dynamicky ucinek sily na téleso se tim nezméni. Sily, které
maji pusobisté ve spolecném bodu, mizeme vektorové slozit. Aplikujeme-li uvedené postupy na
sily Ifl....lfn pusobici na tuhé téleso v riznych bodech, mizeme jejich plsobisté presunout do
hmotného stfedu soustavy, kde je vektorové slozime ve vyslednou silu. VSechny silové dvojice
charakterizujeme jejich momenty a rovnéz je vSechny presuneme do libovolného bodu télesa a
stanovime vysledny moment.

Rotacéni pohyb tuhého télesa

Rota¢ni pohyb tuhého télesa kolem pevné osy V prostoru jsme Kinematicky fesili jiz
v kapitole 3 pro hmotny bod (body konaji kruhovy pohyb) a zavedli jsme vSechny potiebné
veli¢iny, tedy kromé& okamzité rychlosti V a zrychleni @, je$t¢ thlovou rychlost @ a uhlové
zrychleni ¢ .

Obr. 4.6
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Vsechny body tuhého télesa, které nelezi na ose otaceni, se pohybuji po kruznicich, jejichz stredy
leZi na ose otaceni a jejichz roviny jsou kolmé k ose otaceni (obr. 4.6). Polomér ri; kruznice, po niz
se pohybuje hmotny bod m; tuhého télesa, se rovna konstantni vzdalenosti tohoto bodu od osy
otaCeni. Okamzitd poloha hmotného bodu na kruznici je urcena jedinou soutadnici, a to sttedovym
uhlem @ = @(t), méfenym od jistého zakladniho sméru. Zvolime -li pro v8echny hmotné body
tuhého télesa nelezici na ose otaceni totéz ¢, =@ (t =0) pro t = 0 (zpravidla volime ¢ (t=0)=0),
je poloha vSech boda tuhého télesa uréena funkci ¢ (t), takze pocet stupnd volnosti tuhého télesa

pfi ota¢eni kolem pevné osy je roven 1. Uhlova rychlost a)=cij—(t0 vSech hmotnych bodl tuhého

télesa., které nelezi na ose otaceni, je proto v témz okamziku stejnd. VSechny hmotné body tuhého
télesa maji v t¢émz okamziku i stejné uhlové zrychleni

E=—=—H (4.30)

Obvodova rychlost V, i-t¢ého hmotného bod tuhého télesa je urcena vektorovym soucinem
Vi=axTF, . (4.31)

Obvodova rychlost neni tedy pro vSechny body stejna, je funkci kolmé vzdalenosti hmotného bodu
tuhého télesa od osy otaceni.

4.3.2 Kineticka energie télesa rotujiciho kolem pevné osy, moment setrvacnosti tuhého
télesa

Nutna podminka, ktera musi byt splnéna, aby tuhé téleso nerotovalo, je podle (4.29) nulovy
moment vzhledem k libovolnému bodu télesa. VSimnéme si, Ze ackoliv je to podminka nutna, neni
postacujici k tomu, aby se té€leso nachéazelo v klidu. Jestlize téleso jiz rotuje kolem pevné osy a
neplsobi zadny vnéjsi moment sily, téleso bude pokracovat v rotaci s konstantni uhlovou rychlosti.
S analogickou situaci jsme se jiz setkali v ptipadé¢ posuvného pohybu, kdy téleso muze také

4

setrvavat v pohybu rovnomérné piimocarém, i kdyz na n€j nepisobi zadna vnéjsi sila.

Kinetickd energie Ey télesa je rovna souctu kinetickych energii v§ech hmotnych bodu télesa:

E, = ;% mv: nebo E, = %\_!.Vzp av, (4.32)
kde m; je hmotnost a v; je velikost rychlosti i-tého hmotného bodu a n je celkovy pocet hmotnych
bodu v télese. Druhy ze vztaht (4.32) plati pro kinetickou energii télesa, které pokladame za spojité
téleso (kontinuum), v némz rozloZeni hmotnosti je urceno hustotou p = p (X,Y,2) . Ta je obecné
funkci soufadnic X, Yy, Z bodu télesa, které ma objem V.
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a) téleso kona transla¢ni (posuvny) pohyb, takze vSechny hmotné body télesa i jeho hmotny
stfed maji stejnou rychlost V o velikosti |\7| =V. Dosadime-li ve vztahu (4.32) v;=v, bude

51, 1l L8 1 5
E, :ngivi :Evz;mi :Emv : (4.33)

i=1
n
kde Zmi =m je celkovd hmotnost télesa. Kineticka energie tuhého télesa pfi translacnim
i=1
pohybu je rovna kinetické energii veskeré hmotnosti télesa soustiedéné v jeho hmotném stiedu
(tézisti).
b) téleso se otaci kolem pevné osy. Otaci-li se té€leso kolem pevné osy (obr. 4.7) okamzZitou
uhlovou rychlosti o velikosti @, maji hmotné body ve vzdalenosti rj od oSy (r; =r;; ) obvodové
rychlosti o velikosti v; = @ I;. Z tohoto vztahu dosadime za v do rovnice (4.33) a pro celkovou

kinetickou energii rotujiciho télesa dostaneme (@ = konst.)

E = Z m, ! _zlmi r =1a)22mi r2. (4.34)
T 2 T 2 2 4T
Veli¢inu > omri=1J (4.35)

Obr. 4.7

Budeme-li opét predpokladat, ze hmotnost je v télese rozlozena spojit€, potom hmotnosti ¢astice
rozumime hmotnost dm objemového elementu dV. Je-li p hustota télesa v misté objemového
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elementu o objemu dV, je hmotnost dm objemového elementu rovna dm =pdV, suma v (4.35)
piejde v integral

J =I r?dm =I pridv , (4.36)
(m) V)

kde obecné p je funkci soufadnic a r je kolma vzdalenost ¢asti dm od osy otaceni. Integrace se
provadi pies celou hmotnost m télesa, popf. pies cely jeho objem V.

Jednotkou momentu setrvacnosti je [J] = kg . m?.

Kinetickd energie télesa rotujiciho kolem pevné osy je tedy po zavedeni momentu
setrvacnosti rovna :

Ee= % o, (4.37)

Steinerova véta

V télese na obr. 4.8 uvazujme dvé vzajemn¢ rovnobézné osy kolmé k nakresné, z nichz osa 0 je pro

2%

jednoduchost osa z kartézské soustavy soufadnic, jejiz pocatek 0 je v t€zisti télesa T= 0,

Obr. 4.8

Moment setrvacnosti Jo t€lesa vzhledem k 0se 0 prochazejici tézistém T télesa je podle (4.34) roven
n n
Jo :Zmi i :Zmi (F+Y7). (4.38)
i=1 i=1

Moment setrvac¢nosti J téhoz télesa vzhledem k 0se 0" jdouci bodem A rovnobézné s 0sou 0 (na

obr. 4.8 jsou tyto osy kolmé na rovinu xy) je podle obr. 4.8 roven
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n n n
J =Zmi 0y =Zmi [(a+xi)2+yi2]=zmi (@%+2ax + X +y{) =
i=1 i=1 i=1

n n n
=a?y m+2a)> mx; +>.m (X +y7). (4.39)
i=1 i=1 i=1

Vv

i=1

n n
Zmi =m je celkova hmotnost a pokud ozna¢ime Zmi (X2 +y?)=1J,, potom Ize rovnici (4.39)
i=1 i
piepsat do tvaru: =

J=J,+ma’ (4.40)

Tato rovnice se nazyva Steinerova véta, a je vzdalenost obou rovnobéznych os 0 a 0. Moment
setrvacnosti J télesa vzhledem k libovolné ose je roven sou¢tu momentu setrvacnosti Jo télesa
vzhledem k rovnob&Zné ose prochazejici t&Zi§tém a sou¢inu hmotnosti ma? . Ze vzorce (4.40) je
ziejmé, ze ze vSech rovnobéznych os nejmensi moment setrvacnosti ma téleso vzhledem k ose,
ktera prochazi tézistém.

4.3.3 Pohybové rovnice a staticka rovnovaha tuhého télesa

Transla¢ni pohyb

Y wew

ktery reprezentuje celé téleso.

_ ~d’r, dp
F=YF=m—2="F (4.41)
Zi: b dt?  dt
p=mv, ,

kde F je vyslednice vSech vnéjsich sil, pisobicich na tuhé téleso, T, aV, je polohovy vektor a

2%

rychlost hmotného sttedu (t¢zisté), p hybnost a m hmotnost tuhého télesa.
Rotacni pohyb

U transla¢niho pohybu je sila imérna hmotnosti a zrychleni télesa. Lze podobny tvar napsat i1 pro

rotaéni pohyb a moment sily? Pokud uvéazime pro jeden hmotny bod, ze F L& = (F-@)=0 a

pro dvojity vektorovy soucin plati vztah & x (5 xC ) =b (a-c)-c (5 . 5) potom:
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(4.42)

kde Ji je moment setrvacnosti i-tého bodu, & jeho uhlové zrychleni a m; jeho hmotnost. Tuto
rovnici Ize zobecnit 1 pro soustavu hmotnych bodt 1 pro tuhé téleso

Zmizd—"ng:M
; dt
L=Ja, (4.43)

kde M je vysledny moment viech vn&jsich sil, piisobicich na tuhé t&leso, @ a & jsou vektory

Ghlového rychlosti a Ghlového zrychleni, L moment hybnosti a J moment setrvacnosti tuhého
télesa.

Rovnice (4.43) je pohybovou rovnici rotaéniho pohybu tuhého télesa.

Vysledna sila F umisténda ve stfedu hmotnosti urcuje translacni pohyb tuhého télesa a

vysledny moment M urcuje rota¢ni pohyb télesa.

Kineticka energie télesa konajiciho translacni i rota¢ni pohyb

1.5, 1 5
Ek—z‘]a) '|'EmVS a (444)

Ukazali jsme, Ze silové plisobeni vnéjSich sil na tuhé téleso mizeme vzdy pievést na jednu silu,
ktera zpusobuje translaci télesa a jednu dvojici sil, kterd zplsobuje jeho rotaci.

K tomu, aby nastala rovnovaha tuhého télesa, musi byt:

Vyslednice vnéjsich sil nulova

|

> F=0. (4.45)

Vysledny moment sil nulovy

Y M= (FxF)=0, (4.46)
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kde T jsou polohové vektory pisobisté sil Ifi k libovolné zvolenému bodu. Platnost rovnice

(4.46) nezavisi pfitom na bodu, ke kterému stanovime M .

4.3.4 Kyvadlo

Fyzické (fyzikalni) kyvadlo je kazdé téleso oto¢né kolem pevné, zpravidla vodorovné osy 0,

v

vvvvvvvv

G télesa k ose o roven nule.

Obr. 4.9

Uvazujme kyvadlo oto¢né bez tfeni kolem vodorovné osy 0, obr. 4.9.

o Je-li uhel ¢ okamzita ihlova vychylka kyvadla z rovnovazné polohy, pak tiha kyvadla G = mg

A%

M =-Gasing=—-mgasing , (4.47)

N2

zrychleni.

e Moment M tihy kyvadla G pusobi proti vychylce ¢ a snazi se pfivést kyvadlo zpét do
rovnovazné polohy a proto je ve vyrazu (4.47) pro moment M zaporné znaménko. Pisobenim

momentu M koné kyvadlo otaCivy pohyb kolem pevné osy, takze pro n¢&j plati pohybova
rovnice (4.43)

2

M=J8=J3(p=—mgasin(p, (4.48)

tZ

kde J je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose otaceni.
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Pokud je maximalni vychylka kyvadla z rovnovazné polohy relativné mala (¢ <5°), mizeme
v kazdém okamziku v (4.48) polozit Sing = ¢ (Ghel ¢ na pravé strané musi byt v radidnech), a po

vydéleni rovnice (4.48) momentem setrvac¢nosti J dostaneme

2

d’p mga d’p , mga
+——@=0, nebo —+ =0, kde =— . 4.49
AT aez 7 @ J (4.49)

rovnice je formalné shodna s diferencidlni rovnici pro harmonicky pohyb (kterou budeme feSit
v kapitole 7), v niz je misto tthlové vychylky ¢ vychylka x. Pfi malych vychylkach ¢ < 5° kyvadla
Ize tedy jeho pohyb pokladat piiblizné za harmonicky pohyb, ¢(t) =¢, sin(ot+¢,), jehoz uhlova
frekvence je rovna

=T (4.50)
a frekvence f = 22 . Pro dobu kmitu T (perioda) kyvadla plati:
T
T|= 2n =27 J : (4.51)
® mga

Matematické kyvadlo je hmotny bod hmotnosti m, upevnény na konci tuhého piimého
vlakna konstantni délky I, jehoz hmotnost je zanedbatelna, a ktery se otaci kolem pevné vodorovné
osy prochazejici druhym koncem vldkna. Moment setrvacnosti kyvadla, rovny sou¢inu hmotnosti

bodu a ¢tverce jeho vzdalenosti od vodorovné osy, kolem niz kyvadlo kyva, je rovny J=ml? Pfi
malych vychylkdch Ize pohyb matematického kyvadla pokladat ptiblizn¢ za harmonicky pohyb,
jehoz doba kmitu je podle vztahu (4.51) (do kterého dosadime a = 1) rovna,

T=2n /L _ ZR\/I | (4.52)
mgl g

Redukovana délka fyzického kyvadla |, je délka matematického kyvadla, jehoz doba kmitu
je rovna dobé kmitu daného fyzického kyvadla.

Porovname-li pravé strany rovnic (4.51) a (4.52), dostaneme pro I, vyraz

J
ma
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Vrovnici (4.53) J a m jsou moment setrvacnosti a hmotnost daného fyzického kyvadla, a

2%

Reverzni kyvadlo je fyzické kyvadlo, které mize konat kmitavy pohyb se stejnou dobou kmitu
kolem dvou rovnobéznych pevnych os. Tato podminka je splnéna, jestlize vzajemna vzdalenost

téchto os je rovna redukované délce fyzického kyvadla |,.

Analogie veli¢in popisujicich transla¢ni (posuvny) a rota¢ni pohyb:

translacni pohyb

rotacni pohyb

posunuti AS

uhlové posunuti Ag

rychlost v uhlova rychlost @
zrychleni & uhlové zrychleni &
hmotnost m moment setrvac¢nosti J

hybnost p=mv

moment hybnosti L =J&

sila F

moment sily M

vykon P=F -V

vykon P=M -

—

pohybova rovnice 3—? =

—

pohybova rovnice (:lj—lt'

Il
[
oy

Il
<




4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

Priklad:

Odvod'te vztah pro moment setrvacnosti tenké homogenni tyce délky | a hmotnosti m vzhledem
k ose, ktera je k ty¢i kolma a prochazi jejim koncovym bodem.

Reseni: Ty¢ si rozdélime na malé elementy o hmotnosti dm, Pokud je ty¢ tenkd (pramér je

... m .
zanedbatelny vuci jeji délce), mizeme definovat délkovou hustotu A = 7§ Podle rovnice (4.36)
plati J =I r’dm =I r’> Adl . Orientujeme-li ty¢ ve sméru osy X, Spocatkem tyée v pocatku

Soustavy soufadnic, element dx tyce bude ve vzdalenosti X od pocatku, potom

|
_.[x dx_—{—xﬂ =1ml3 =lmI2.

I [ 1 ——
0 I X

Pokud bychom urcovali moment setrvacnosti vzhledem k ose, prochazejici tézistém, postup by
byl stejny, jen integracni meze by se zménily od _IE do IE .Vysledkem by bylo
! |

- eras s (20

2

Pak bychom mohli pouzit k vypoctu ptikladu i Steinerovu vétu (4.40) pro a :IE (vzdalenost

2
pocatku od t&ziste) J =J, mat=tmi+m Ij L,
12 2 3
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