2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

2 Zaklady vektorového poctu

2.1  Zakladni pojmy
Matematicky maji fyzikalni veliiny charakter skalarti, vektort a tenzora.

Skalarni veli¢ina je plné urcena jedinym udajem, ¢islem. Skalarni veli¢ina je napriklad cas,
energie, hustota, hmotnost, objem.

Vektorova veli¢ina je fyzikalni veli¢ina urcena velikosti a smérem v prostoru. Velikost vektoru je
nezaporné Cislo urcujici ve fyzice velikost piislusné vektorové veli¢iny a je rovna délce Usecky
predstavujici vektor. Vyjimkou je nulovy vektor, ktery znac¢ime O, jeho velikost méa Ciselnou

hodnotu rovnou nule a jeho smér neni definovan. Pro libovolny vektor & plati a+0=4a.

Velikost vektoru budeme znalit v textu pismenem a bez Sipky nebo |§| Vektorem je naptiklad

rychlost, zrychleni, sila.

Tenzorova veli¢ina - krom¢ skalard a vektora (které jsou tenzory nultého a prvniho fadu) existuji
jesté dalsi a slozit¢jsi algebraicka struktury, tenzory vysSich tadd. Znich nejbéznéjsi
a nejjednodussi jsou tenzory druhého tadu, které obvykle popisuji fyzikalni pole se smykovymi

ucinky v mechanice kontinua, naptiklad tenzor deformace, tenzor napéti atd.

2.1.1 Operace s vektory

V matematice je vektor definovan jako prvek mnoziny, na niz jsou definovany operace s¢itani
vektorll a ndsobeni vektoru Cislem. Vysledkem téchto operaci musi byt opét vektor. Pro operace
s vektory plati komutativni, asociativni a distributivni zédkony a je definovan nulovy a opaény
vektor.

—————————————

Obr. 2.1
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

Vektor, ktery miizeme v prostoru umistit rovnobéznym posunutim tak, ze zvolime libovoln¢ jeho
pocatecni bod, se nazyva volny vektor (napt. moment dvojice sil).

Vektor, jehoz pocatek (plsobisté) je vazan na urcity bod v prostoru se nazyva vazany vektor
(obr. 2.1).

Vektor opaény k vektoru & je vektor —&, ktery ma stejnou velikost jako vektor @, ale opacny
smér.

Vektor jednotkovy k vektoru d je vektor a°, jehoz velikost ‘éo‘ =1 aplati &=aa’ (obr. 2.2).

.-"::"‘,

Obr. 2.2

Rovnost vektoru

Maji-li dva volné vektory stejnou velikost i smér, fikame, Ze se rovnaji.

Scitani vektoru

Secteme-li dva vektory & a b, vysledkem je vektor ¢=a+b (obr. 2.3), konstrukci vysledného
souctového vektoru dvou vektorti miiZeme provést pomoci rovnobézek, takzvanym doplnénim na
rovnobéznik. Oba vektory umistime do jednoho pulsobisté¢ a jejich koncovymi body vedeme
rovnobezky s vektory vytvofime rovnobéznik. Soucet obou vektorti je potom vektor vychazejici ze
spole¢ného plsobisté a uréeny thloptickou rovnobézniku.

Obr. 2.3

Odecitani vektoru

Rozdil vektordt d—b je dén vektorem g=5-p (obr.2.4).
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

Obr. 2.4

Nasobeni vektoru ¢islem (skalarem)

Vysledkem nasobeni vektoru a@ ¢islem k # 0 je vektor ka pokud je k > 0, je to vektor stejné
orientovany jako vektor g pokud je k < 0, je to vektor opa¢ny k vektoru & .

Skalarni soucin dvou vektorua

Skalarni souéin dvou vektord &,b je definovan jako:

a-b=abcose,

2.1)

kde a,b jsou velikosti vektortia ¢ je uhel, ktery vektory sviraji.

“.“

Vysledkem skaldrniho soucinu je €islo. Skalarni soucin se znaci teCkou “»* a je komutativni. Plati:

a-b=b-a
d-b =0« vektory a,b jsou kolmé
Vektorovy soucin dvou vektori

Vektorovy soucin dvou vektor a b je definovan jako:

C=4axb (22)

—

|5|: ax

‘=absingo :

kde a,b jsou velikosti vektori a @ je thel, ktery vektory sviraji.

Vysledkem vektorového sou¢inu je vektor, ktery je kolmy na rovinu uréenou vektory &,b a jehoz
smér ur¢ime pomoci pravidla pravé ruky (pravotocivého Sroubu obr. 2.5). Jestlize bychom oto¢ili
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

pravoto¢ivym Sroubem ve sméru od prvniho vekto@d ve vektorovém soucinu ke druhému
vektoru v Boucinu  (ve sméru mensSiho Uhlu), vysledny vektor by byl orientovdn ve sméru
zavrtavani Sroubu. Vektorovy soucin znac¢ime kiizkem “x*“ a neni komutativni. Plati

—bxa

Q)
(=N
1

X

dxb =0 < vektory a,b jsou rovnob&zné.

a1}

./’ |
: »
__“posuv
7

otaceni

Obr. 2.5

Vicenasobny soucin vektori

Pro vektorovy a skalarni soucin vice vektord &,b,C plati

(2.3)
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

2.2 Vyjadreni vektord a operaci s nimi v pravouhlé kartézské soustavé souradnic

Soustava soufadnic je vztazna soustava, vzhledem k niz je v trojrozmérném prostoru poloha
libovolného bodu jednoznacné urcéena uspoiadanou trojici ¢isel, které nazyvame souradnice.

Pokud mame tfi stejné ¢iselné oSy X,y,z v prostoru, pro néz plati:

e vSechny osy jsou navzdjem kolmé
e protinaji se v jednom bodé
e jejich pruseciku O odpovida na vSech osach cCislo 0

potom se tato soustava tfi os nazyva kartézska soustava souradnic v prostoru a oznacuje se

OX\ 7
|y

N

Obr. 2.6

Bod 0 se nazyva pocatek kartézské soustavy souiadnic a pfimky X, Y, Z se nazyvaji souir-adnicové
osy. Roviny uréené dvojicemi souradnicovych os se nazyvaji souradnicové roviny.

Smér os udavaji jednotkové vektory 1, J, k (Obr. 2.6). Velikost m = m = ‘IZ‘ =1. Ve skriptech bude

- —

pouzivana vzdy pravotoCiva soustava soufadnic, tedy takova, pro kterou plati: 1 x j =k .

Pravotihlé (kolmé) priméty &, =a,i, & =a,], 4, =a,K vektoru @ do sméru vektorii T,],K se

nazyvaji slozkové vektory. Cisla a, a,, &, budeme nazyvat slozky vektoru a .

Velikost a vektoru & je rovna: a=,a’+a’+a’

(2.4)
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

Pro smérove kosiny (obr. 2.6) plati: a, =acosa, a, =acos B, a, =acosy . Pokud zname velikost

vektoru a jeho smérové kosiny, mtizeme uréit slozky vektoru, a haopak.

Zapi$me vektory a,b vetvaru &= ai+ ayT + ale . b= bi + b, j+ ble , potom plati pro:

e Soucet vektori 6:§+5:(ax+bx)r+(ay+by)1+(az+bz)lz

e Rozdil vektort &:a-ﬁ:(ax—bx)h(ay—by)I+(az—bz)|2

e Skalarni soucin vektoru a-b=aph, T-T+ayby j-7+ahb, IZ-IZ:aXbX+ayby+aZbZ
=1 -1 =1

e Vektorovy soucin vektort

— —

=

J
axb=|a,a =axb=(ab,—ab )i +(ab,—ab,)j+(ab,—ab )k
b

b,

y

Vektorovy soucin vektora ‘éxﬁ‘zab sina vyjadfuje plochu rovnobéZniku, jehoZ strany tvoii

vektory &,b . (obr. 2.7)

Obr. 2.7
Smiseny soucin vektort é-(B xC ) = |§|‘5x o ‘ cosd =V, S =V tvoii z geometrického hlediska objem

rovnobéznosténu, jehoz tfi hrany tvoti vektory a,b,c (obr.2.8).
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

Obr. 2.8

2.3 Diferencidlni pocet ve fyzice

Vyznam vyuziti diferencidlniho poctu ve fyzice si ukdzeme na piikladu volného padu.
Drahu volného padu s, které téleso pohybujici se volnym padem s tihovym zrychleni g urazi za Cas

t, urime ze vztahu S:%g'[2 .
(2.5)

t [s] 0 1 2 3 4 5

s[m] 0 5 20 45 80 125

Pro tento piipad budeme poéitat s g = 10 m.s™ a piedpokladat, Ze v Gase t =0 jes=0).

s [m]
140
120
100

80
60
40

20

—

6 t[s]

Obr. 2.9

Pokud chceme zjistit velikost primémé rychlosti télesa, miizeme ji urcit tak, ze zjistime, jakou
dréhu téleso urazilo za urcity Casovy interval. Tak naptiklad primérna rychlost mezi 1. a 5.
sekundou pohybu je

_As 125-5

V,, =— = 30ms™ .
¥OOAt 5-1

Stejné mizeme urcit primérnou rychlost v jiném ¢asovém intervalu, i libovolné mensim. Tak
napfiklad:
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2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

V., = AS_H75 _ohmst vV, = A5 _2075 _igpst
T At 3-1 At 2-1
Obecné pro drahu, kterou téleso urazi za ¢as t a za ¢as t+ At plati
s(t)=%gt2; s(t+At)=%g(t+At)2
2.6)
1 2 1 2 1 2 2 1 2 (
—g(t+At) ——gt® —g(t"+2tAt+At")——qgt

P At At

Pokud tedy chceme zjistit velikost primérné rychlosti télesa obecné, muzeme ji urcit z tohoto
vztahu (2.6). Budeme-li ¢asovy interval At zmenSovat, bude seéna v obrazku piechazet v te¢nu ke
kiivce a primérna rychlost se bude limitné blizit hodnoté okamzité rychlosti v tomto bodé¢.
Dokonce miizeme uvazovat ptipad pro At =0 (to jsme v piedchozich vypoctech primérné rychlosti
nemohli ud¢lat z divodu déleni nulou) a dostavame vztah pro okamzitou rychlost télesa
pohybujiciho se volnym padem:

v=gt .
(2.7)

Tuto rovnici pro okamzitou rychlost volného padu uz zname, ale ziejmé tuto metodu bude mozno

vvvvvv

Zjistili jsme tedy, Ze vztah pro okamZitou rychlost matematicky presné ziskame, pokud se
¢asovy interval At zmenSuje k nule. To Ize zapsat jako
As s(t+At)—s(t) ds

O v i T 28

Symbol ds (resp. dt) se nazyva diferencial drahy (resp. diferencial ¢asu) a vyjadiuje nekone¢né
maly interval, jejich podil se nazyva derivace drahy podle ¢asu.

Tento zavér lze zobecnit a formulovat tak, Ze okamzZitou rychlost v(t) v ¢ase t obecného
pohybu ziskame jako hodnotu derivace drahy podle ¢asu.

Jesté obecnéji lze Fici, Ze zname-li vyjadieni trajektorie pohybu jako funkci ¢asu s(t), potom
derivaci této funkce ziskame zavislost okamzité rychlosti na ¢ase v(t) .

20



2. ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

. df .
Derivace nékterych obecnych elementarnich funkci (znacime X nebo f' ) a pravidla pro
X

derivovani V jejich definicnim oboru, které budeme pouzivat v nasledujicim textu:

d d

d—x(konst.) =0 &(x“): nx"*
S—X(sinx)=cosx %(cosx):—sinx
d (o d _1
&(e)—e dx(lnx)_X

3— F(g(x)) = F(g(x))9'(x)
X

j_x F()g(x) = (9900 + F(X)g'(x)

V diferencialnim poctu ve fyzice se jesté vyuziva derivaci parcidlnich a totalniho diferencidlu, které
jsou definovany pro funkce vice proménnych.
Parcidlni derivace funkce vice proménnych f (X, X,....x,) je jeji derivace podle jedné z téchto

proménnych, S ostatnimi proménnymi pracujeme jako s konstantami. Parcialni derivaci znac¢ime

= Necht existuji parcialni derivace funkce f (X, X,....x,) v bod& [X,,... X,]. Potom vyraz
X

df =idx1 +idx2 +o +idx
0% OXy OX,

(2.9)
nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodé [x,... X,].

Pokud tedy mazeme urcit vztah pro zavislosti okamzité rychlosti na Case obecné ze znalosti
zavislosti drahy na Case, zkusme zjistit, je-1i to mozné i naopak.

Predpokladejme, Ze byla experimentalné zjisténa zavislost rychlosti télesa (hmotného bodu)
pohybujiciho se volnym padem na &ase (predpoklad vaset=0s jev=0ms® a s=0m,
g =10 m.s®) viz. obr. 2.10.

v(t)=gt
(2.10)
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v[m.s™|

60
50 B

40 f----mmm e

ke

gt

Obr. 2.10

Draha, kterou urazi téleso pohybujici se rychlosti vza ¢as t je rovna S=Vt, ovSem pouze za
pfedpokladu, Ze rychlost je béhem pohybu konstantni. Pokud je rychlost funkei ¢asu, miZeme ji
povazovat za konstantni pouze ve velice malém ¢asovém intervalu dt, za ktery téleso urazi drahu

ds=v(t)dt a celkova drdha bude zfejmé souctem vech t&chto ds v intervalu (0 s;5 s) .

Pro tento ptiklad (obr. 2.10) je ds = v(t)dt = gtdt a celkova draha, kterou téleso urazi za ¢as napf.
t = 5 s je dana souctem vsech ds — tedy ¢iselné se rovna obsahu trojahelniku 0AB.

A pokud uvazujeme i fyzikalni vyznam os x a y, potom:

s=>.ds=> gt dt=Ssoas =%gtt =%50 ms15s=125m .
Obecné miiZeme tento postup zapsat :

1o 1005 o
=510.57-2100% = lim D As

5 5 1 5 >
s(t):_[ds:_([vdt{([gtdt:[ggt L Asi—01

(2.11)
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kde symbolem j rozumime ,,integral“, ktery je oznacenim souctu nekonecné malych veli¢in
(n—> o).
V tomto ptipad¢, pokud je vysledkem urcita ¢iselnd hodnota, hovofime o uréitém integralu.

Integraci funkce lze chapat jako matematickou operaci opa¢nou (inverzni) k derivaci. Mame-li
funkci f(x), potom plati :

df

f (X) W & = f ’(X)
G

Pro na3 piiklad: f(t)= % gt®, f'(t)=gt a opatnd integraci dostaneme funkci I gtdt = %gt2 +C

Tento integral se nazyva neurcity, a funkce, ktera je vysledkem integrace se nazyva primitivni
funkce, ktera je urcena aZ na konstantu, kterou urcujeme z pocateénich podminek.

Podobné¢ jako u derivace uvedeme primitivni funkce pro nékteré elementarni funkce:

Ix”dx= e (n=1) J'E dx = In|x|

n+1 X
Isinxdx:—cosx Jcosx dx =sin x
_[ex dx =e*

V textu skript jeSté vyuZzijeme nasledujici vztahy pro goniometrické funkce:

sina+sinﬂ=25ina+’gcosa_ﬂ sina—sinﬁ:ZCosaJr’Bsina_ﬁ
2 2 2 2
COSa+COSﬂ=2COSa+'BCOSa;’B cosw—cosﬂ:—Zsina;ﬂsina;ﬂ
sin 2« = 2sin a cos a c0s2a =cos” a —sin’ &
. a /1—COSa o /1+COSa
sSIN—|=,|——— coOS—|= , [———
2 2 2 2
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sin(a+ ) =sinacos B+cosasin B sin(a— ) =sinacos f—cosasin
cos(a + f3) =cosacos f—sinasin cos(a —f3) =cosacos B+sinasin

sina+cos’a =1
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