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Jenom nékolik poznamek...

V prvni fadé je treba poznamenat, Ze tento text nemtize slouzit jako oficialni studijni
material — neprosel korekturou a odbornou recenzi a miize tak obsahovat chyby a preklepy!
Prakticky jsou zde uvedena pouze strucna reseni prikladi probiranych na cviceni a stejné
tak strucné teorie nejistot méreni. Cely dokument je rozdélen na tii ¢asti. Dvé stézejni,
(I) Fyzika I a (??) Fyzika II, a potom (II) Dodatky. Teorie nejistot méfeni je mezi
casti I a 7?7 rozdélena tak, aby odpovidala matematickym znalostem studentti v prvnim a
druhém semestru. Dodatky snad obsahuji dalsi zajimavé informace ke zvladnuti predmétt
a i néco navic.

Text by mél byt vniman pouze jako pomtcka v pripadé€, Ze se na cvicenich nestihnou
probrat vSechny piiklady. Plnohodnotnou sbirkou ptiklad, pokryvajici typoveé vSechny
tlohy, které se mohou objevit u zkousky, je skriptum [11] pro Fyziku I a [9] pro Fyziku II.
Pottebné teoretické znalosti ziskate ze skript [5] a [4] a specialné o chybéch a nejistotach
méfeni pak pojednavaji skripta laboratornich cviceni [6]. Tato skripta vyuzivejte pouze
ke studiu teorie chyb a nejistot méreni — laboratorni tlohy jsou aktualni na webu tstavu
—. Kromé ptikladovych skript mtizete také sdhnout po sbirkach pfiklada [12] a [10] nasich
autori vydanych nakladatelstvim Academia. Dobrym zdrojem priklada je rovnéz web
Katedry didaktiky fyziky MFF [3].

Kazdé kapitola obsahuje nékolik typickych (,rutinnich®) ptikladi a na zavér jeden
¢i vice prikladt néjakym zptusobem méné obvyklych nebo jinak zajimavych (vhodngch
zejména pro seminaie). Prvni typ piikladi je oznacen & a druhy . Ttetim typem pii-
kladu je ptiklad ,,vykladovy“ zakomponovany pfimo do vykladu a je oznaceny ¢.

Dokument je uzptisoben oboustrannému tisku.



Velkou zéasluhu na vzniku tohoto textu maji RNDr. Zuzana Budinska, Ph.D., ktera
zpracovala teorii v kapitole 2, Mgr. Petr Duchacek, ktery na ni navazal v kapitole 7?7 a Ing.
Tomé$ Horazdovsky, jehoz poznamky z hodin ho velmi zkvalitnily v feSenych piikladech.

Za nalezent chyb(y) je mozné ziskat bonusové body k zapoctove pisemce. @

Aktualizace

1. Od akademického roku 2024/2025 jsou kapitoly 10 Elektrostatické pole a 11 Elek-
tricky proud presunuty do Fyziky II kvili zméné hodinové dotace Fyziky I z ptivodni
4P+2(C/L) na 3P+2C+1L.
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1

1.1

Prolog (nez zacneme pocitat)

Typograficka pravidla

V odbornych textech dodrzujeme typografickd pravidla zapisu matematickych vyrazi,
abychom zajistili ¢itelnost a jednoznac¢nost. Ceskoslovensky casopis pro fyziku [2] je v
instrukcich pro autory shrnuje v 10 bodech, které zde v modifikované podobé& uvedeme!:

/////

S, atd. Totéz plati pro feckd pismena, napt. frekvence (2 a také pro indexy, je-li v
indexu proménna, napt. i-ta slozka vektoru rychlosti v;.

Funkce piseme zakladnim fezem pisma, napf. sin, exp, In, max, min, sup, inf, atd.

Zkratky piSeme zékladnim fezem pisma, zpravidla jako dolni index, napi. hmotnost
Zemé My, Boltzmannova konstanta kg, maximalni hodnota proménné x: x,,.,, atd.

Zakladnim fezem pisma se pisi vechna ¢isla, napt. 73, 2z, 22, xo, atd.

Oznaceni prvki, ¢astic, atd. piSeme zadkladnim fezem pisma, napt. He, Ho, p, n, e™.

Pomocné symboly (, ), [, ], {, }, (, ), <, >, /, atd. také piSeme zdkladnim Fezem
pisma.
Zakladnim fezem pisma piSeme jednotky, pficemz mezi ¢islem a jednotkou je mezera,

napi. T = 22°C, V = 16m3, atd. U slozenych jednotek se piSe mezera, napi.
p = 1000kgm™2, nebo tecka: p = 1000kg - m™3. Budeme se rad&ji drZet druhé
moznosti, nebot vylu¢uje nedorozumeéni ve smyslu napi. ,milisekunda“ (ms) vs.
,metr krat sekunda“ (ms nebo m - s).

Vv

c=axb,c=a-b, rot H, divB, atd. Vektor je také pripustné oznacit Sipkou nad

—,

objektem (A nebo A), tenzor druhého Fadu dvojsipkou, ¢i dvéma Sipkami (T nebo
T nebo T atd.

Nezaménujte matematické symboly s , b&Znymi“ znaky: krat (x) s pismenem ,x*
znak pro uhlové vtefiny (14”, nikoli 14” nebo 14¢), znak pro thlové minuty (14,
nikoli 14‘ nebo 147), tecku ve skalarnim soucinu s teckou za vétou (A - B, nikoli
A .B), atd. Znak minus musi byt stejné dlouhy a ve stejné vysi jako znak plus (+—,
nikoli +-).

Rovnice se centruji a ¢isluji vpravo na radku v kulaté zavorce. Rovnice je soucast
véty!

Sikmym fezem pisma se tedy pisi jen proménné. VSechno ostatni (jednotky, nazvy funkei,
zkratky, zavorky, pomocné znaky, ¢islice) se piSe zakladnim fezem pisma. Vektory se pisi
tucné, vyjimecné se Sipkou nad symbolem.

Poznamka. Jak byste zapsali imaginarni jednotku, Eulerovo ¢islo a ¢islo pi?

1 Jejich originalni znéni zde: https://ccf.fzu.cz/pdf/pravidla_vyrazy.pdf.
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1.2 Poznamka k jednotkam

Fyzikalni veli¢iny urcuji nejen velikost (kvantitativni stranka), ale i charakter, vlast-
nosti jevu, déje ¢ procesu (kvalitativni stranka). Kvalitativni stranka veli¢iny je uréena
jejim nazvem, kvantitativni ¢iselnou hodnotou, vyjadienou ve zvolenych jednotkach. Pro
vyjadfovani jednotek uzivame soustavu jednotek SI. Hodnotu dané veli¢iny zjistujeme ob-
vykle méfenim (délka, Cas, teplota, ...), v ojedinélych pfipadech (u nespojitych veli¢in)
¢itanim. Zapis méfené veli¢iny ma tvar:

v ={X} [X]|, (1)

slovné,
meéfena veli¢ina = ¢iselnd hodnota - jednotka,

napt. hmotnost, m = 300 kg. Chceme-li formalné vyjadrit zavislost fyzikalni veli¢iny na ve-
li¢indch vyjadfenych v zdkladnich jednotkich, hovofime o rozméru fyzikalni velid¢iny?.
Absurdnost, ke které nutné dojde vynechanim jednotek fyzikalnich veli¢in, ukazme na
jednoduchém prikladu:

Piiklad 1-1 (4, podle [8]). Dejme tomu, Ze pomoci Ohmova zdkona pocitame
odpor néjakého spotiebice a vypocet zapiseme nasledujicim zptisobem:
U 20
R=—=—=109Q.
I 2
Takovy zapis je ale nesmyslny. U cervené oznacenych hodnot chybi jednotky. Podi-
vejme se blize na posledni rovnost:

20
— =109
2 )

1=0Q
Dochazime tak k nesmyslnému tvrzeni, zZe: ,jedna se rovna ohm®. Protoze navic
Q0 =V-A"1 7z vypoctu plyne, Ze V = A. Spravny zapis tedy musi vypadat takto:

U 20V .
T =53 =10V-AT =100

Jednotky musime uvadét uz pifi dosazeni Ciselnych hodnot do vztahu a ne
jenom u vysledku! Nicméné (jak uz to tak byva), s védomim toho, jak to mé byt
spravné, si to muzeme dovolit obcas ozelet. ©

2Jednotku veli¢iny X znac¢ime hranatymi zdvorkami [X], rozmér dim (X ). Chceme-li napiiklad zapsat,
Ze jednotkou sily je newton, zapiSeme:
[F]=N.

Chceme-li zapsat rozmér sily, zapiseme:

dim (F) =kg-m-s 2.



Cast I
Fyzika I

2 Chyby a nejistoty méreni

Meéfteni, pii kterém neurcime, nebo se alespon nepokusime odhadnout jeho presnost, neni
dobrym métfenim. Pokud zmeétfime naptiklad dvakrat dobu kyvu kyvadla, pravdépodobné
se hodnoty budou lisit. Ale co to znamena? Mame mérit jesté jednou, pétkrat, desetkrat?
Nebo neplati teorie? Na vSechny tyto otazky vam odpovi teorie chyb a nejistot méreni.

2.1 Chyby méieni

Zadnym méfenim nemtiZeme s jistotou zjistit skutec¢nou pravou hodnotu méfené ve-
liciny. Vysledek je vzdy ovlivnén fadou vlivi, které presnost méreni omezuji. Je to ome-
zend presnost meéricich prostfedkti a metod, vlivy riznjch nepostizitelnych podminek,
které pribéh méreni ovliviuji i vlastni osoba pozorovatele, jeho smysly, peclivost, zkuse-
nost. Souhrn vsech vlivii pak zptisobi, Ze se ke skutecné hodnoté méfené veli¢iny pouze
vice ¢i méné priblizime.

e Rozdil mezi vysledkem méfeni a skutecnou hodnotou nazyvame chybou méreni a
oznacujeme k,, kde x je symbolem métené veli¢iny.

e Vyjadifujeme ji v jednotkach mérené veliiny; v tomto pfipadé€ ji nazyvame
absolutni chybou — napf. pri méfeni délek pasovym méritkem je absolutni chyba
dana nejmensim dilkem stupnice a ¢ini k, = 1 mm.

o Castéji je vyhodnéjsi zavést relativni chybu méfeni, kterd porovnava velikost ab-
solutni chyby méfeni s hodnotou mérené veli¢iny a je zvykem ji vyjadfovat v pro-
centech. Je definovana vztahem

Rpge = ; . (2)

Relativni chyba je bezrozmérnd a lze ji udavat v procentech: k.., - 100 [%].

Priklad 2-2 (¢). Zméfime-li délku [ = 985 mm s absolutni chybou x; = 1mm,
1
bude relativni chyba urceni délky [ nasledujici: k., = Mo 0,0010, tedy

I 985
Rpl = 071%

Vyhodou vyjadreni chyby méfeni jako chyby relativni je v tom, ze relativni chyba je
bezrozmérna a muzeme ji porovnavat a séitat (za dodrzeni specifickych pravidel) se stejné
vyjadienymi chybami jinych méfenych velicin.
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2.1.1 Chyby systematické

Zdrojem systematickych chyb je omezena presnost méricich pristroji, jejich konstrukce,
zvolend metoda méfeni, vliv pozorovatele (napt. jeho reakéni doba pfi méfeni mechanic-
kymi stopkami) a dalsi kontrolovatelné a odhadnutelné vlivy. Systematické chyby
nikdy nemiizeme odstranit, mizeme je vSak pomérné presné stanovit, nebo alespon od-
hadnout. Predstavuji pro nas obvykle nejvétsi chybu, které se béhem méfeni mizeme
dopustit, tedy jinymi slovy: chyba méfeni bude vzdy mensi nebo rovna nasemu odhadu.
Systematickou chybu veli¢iny x oznacujeme jako m,, pripadné m,.,, vyjadiime-li ji jako
chybu relativni.

Zakladnim zdrojem systematické chyby je omezena presnost méricich pristroji. Pres-
nost pristroji souvisi s omezenymi technickymi moznostmi jejich konstrukce, rozlisitel-
nosti dilk na stupnici, zévislosti pfesnosti pfistroji na podminkdch méfeni (teplota v
laboratofi, stabilita elektronickych obvodu u ¢islicovych méridel) a pod. Pfestoze by bylo
mozno mnohé systematické chyby snizit volbou dokonalejsich méticich prostiedki, neni
to mnohdy mozné z divodu jejich nedostupnosti. V takovych pfipadech lze dosdhnout
zvyseni presnosti napt. dodatecnou kalibraci (porovnanim s tidajem piesnéjsiho méfidla)
a stanovenim korekcénich koeficientt, pfipadné uzitim takové metody méreni, ktera chybu
méfeni nebo jeji ¢ast umozni odstranit, nebo alespon snizit.

Priklad 2-3 (#). Doba kyvu 7 zavéseného télesa byla zméfena mechanickymi stop-
kami pozorovatelem s chybou x, = 0,3s. Pro zvyseni presnosti zméfil pozorovatel
¢as 10 kyvi a vyslednou hodnotu délil deseti. Protoze absolutni chyba méfeni pozo-
rovatele ztstala pii urcovani deseti kyvi stejna, vysledna chyba, prfipadajici na jeden
kyv klesla na desetinu, tedy «, = 0,03s.

Chyby analogovych pristrojt.

Analogové pristroje vyhodnocuji mérenou veli¢inu spojité, a to jak v case, tak i v ¢iselné
hodnoté. Rozlisitelnost (nejmensi odecitatelnd hodnota) je ddna nasi schopnosti odeéitat
na stupnici a bylo by ji mozno (pouze teoreticky) libovolné zvysit (napf. uzitim lupy).
Chybu meértidla obvykle stanovuje vyrobce, neni-li tomu tak, musime ji sami odhadnout.
Je zvykem, ze za chybu m, volime nejmensi dilek stupnice, pfipadné jeho polovinu, jsme
li si jisti, ze ji dokézeme spolehlivé rozlisit. Tento fakt bychom méli brat v Gvahu zvlasté
u pristroji s nelinearni stupnici. Hodnoty maximalnich chyb pro bézné uzivana méridla
uvadi tab. 1.

U analogovych méficich ptistroju elektrickych (ruckovych) je presnost ddna t¥idou
pFesnosti piistroje 7). Ciselny tdaj tiidy presnosti piistroje je uveden v pravém dolnim
rohu pod stupnici pfistroje, nad znackou, udavajici typ pristroje z hlediska vhodnosti
pro meéteni stejnosmérného nebo stiidavého proudu. Pro zatazeni do t¥id pfesnosti jsou
pouzivany hodnoty z ¢iselné posloupnosti 0,1; 0,2; 0,5; 1; 1,5; 2,5; 5.

Trtida presnosti udava maximalni chybu m, mérené hodnoty v celém rozsahu pristroje
vyjadienou vztahem

1
T — —T, max
e = 1007 7"

(3)
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Tabulka 1: Maximalni chyby nékterych méridel.

vahy praktikantské (0,01 -0,1) g
vahy analytické (0,001 — 0 01) g
(0,5
(

méiitko pasové 1,0) mm
métitko posuvné (dle konstrukcee) 0,05 nebo 0,1) mm

mikrometr 0,01 mm

tisicinovy indikator 0,001 mm

teploméry (0,5 — 1) nejmensi dilek
stopky mechanické (0,2-0,3) s

kde Zpax je nejvétsi moznd hodnota mérené veli¢iny v daném rozsahu (tzv. plny rozsah).

e Ze vztahu (3) je vidét, ze absolutni chyba ruckovych elektrickych méficich ptistroji
nezavisi na velikosti mérené hodnoty a je tedy stejna ve vsech ¢astech rozsahu.

e Relativni chyba m,.,, dand pomérem absolutni chyby méfeni m, a méfené hodnoty
x bude nejmensi pro mérenou hodnotu rovnou maximéalni hodnoté rozsahu. V tako-
vém piipadé je relativni chyba méfeni rovna t¥idé presnosti pfistroje, vyjadiené v
procentech.

e Protoze relativni chyba méfeni je tim vétsi, ¢im mensi je méfena hodnota v daném
rozsahu, snazime se mérit vzdy na takovém rozsahu, aby mérené hodnota byla ve
treti tietin€ rozsahu.

Priklad 2-4 (#). Na ampérmetru s tiidou presnosti 7, = 0,5 méfime proud,
protékajici zarovkou, pfipojenou ke zdroji napéti. Protékajici proud ma hodnotu
I = 0,27 A, pouzitelné rozsahy ampérmetru jsou 0,3 A, 1 A.

1) rozsah 1 A, bude maximéalni chyba méfeni m; = 0,01-0,5-1A = 5mA
2) rozsah 0,3 A, bude m; =0,01-0,5-0,3A =1,5mA
Ptislusné relativni chyby méfeni tedy budou:

m 5mA
v prvém pfipadé (rozsah 1 A) m,; = -

= 10,0185 = 1,85 %,

I~ 0,2TA
; oy v mr 1, S5mA
v druhém piipadé (rozsah 0,3 A) m,; = T S oTA S 0,0056 = 0,56 %, tedy cca 3x

mensi, nez v pripadé prvém.

Chyby digitalnich (&islicovych) pFistroju.

Digitalni méfici pristroje méfi v ¢ase nespojité (vzorkuji), vyjadieni hodnoty méfené
veli¢iny je pfimo v ¢islicové podobé a nejmensi rozliSitelna hodnota je dana rozsahem a
poétem zobrazovan}'fch éislic

dem ke zptisobu vyhodnocovani méfené veli¢iny vnitfnimi obvody pfistroje se chyba
sklada vzdy ze dvou slozek a jejich velikost udava vyrobce.
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Piiklad 2-5 (¢#). Digitalnim voltmetrem byla na rozsahu 0 — 2V naméfena hod-
nota 1,8712V. Voltmetr méii s chybou tdaje 0,05 % naméfené hodnoty + 2 digity
posledniho mista zvoleného rozsahu. Urcete absolutni a relativni nejistotu métreného
napéti.

0,05
Absolutni chyba: my = — - 1,8712 40,0002 = 0,001 2V.
. my  0,0012V
1 hyba: myy = od = 2 1 =0,061%.
Relativni chyba: m.; i L8712V 0,00061 = 0,061 %

Chyba stanovend uvedenym zpusobem je chybou zakladni a jeji hodnota je platna
pouze pti dodrzeni tzv. referen¢nich podminek, stanovenych vyrobcem. Je to napt. povo-
leny rozsah pracovnich teplot, maximalni vlhkost vzduchu, povoleny rozsah kmitoct pti
méfeni stiidavého proudu a dalsi.

Dalsi zdroje systematickych chyb.

Kromé omezené presnosti pfistroji se na systematickych chybach podili vliv pouzité métici
metody a osobni chyba pozorovatele.

Chyba zpusobena mérici metodou souvisi s nepresnosti ¢i nevhodnosti pouzitého
zpusobu méfeni a lze ji vyloucit nebo alesponn omezit volbou vhodnéjsi metody nebo
zapoc¢tenim opravy (korekce na vztlak apod.).

Osobni chyba pozorovatele souvisi s jeho smysly a je pro kazdého pozorovatele cha-
rakteristickd. Projevuje se naptiklad rozdilnou reakéni dobou pii méfeni ¢asovych inter-
val mechanickymi stopkami nebo pozornosti a peclivosti pii odec¢tu tidaji na analogovych
méFidlech a je ovlivnéna i momentalni fyzickou a psychickou kondici pozorovatele (inava,
nesoustfedénost). Omezit, pfipadné odstranit uvedené chyby lze nahrazenim subjektiv-
niho posuzovani méfené veli¢iny objektivnim hodnocenim (napf¥. uZitim elektronického
méfeni ¢asovych intervali) nebo nahrazenim analogovych méfidel méfidly ¢islicovymi.

2.1.2 Chyby nahodilé

Provedeme-li jedno méreni néjaké veliciny, dostaneme vysledek, ktery je ovlivnén vSemi
popsanymi zdroji systematickych chyb. Zopakujeme-li méfeni vicekrat beze zmény méri-
cich podminek, ocekavali bychom teoreticky stejné vysledky. Ve skutecnosti se vysledky
obvykle budou od sebe vzajemné lisit, aniz by byla zjevna pficina. Je to zptisobeno tim, ze
kromé kontrolovatelnych (systematickych) vlivia se na chybé méfeni podili i vlivy nekont-
rolovatelné, souvisejici s ndhodnymi zménami méricich podminek a ovliviiujici konecny
vysledek. Zkoumanim chovani takovychto souborii ndhodnych vysledki se zabyva mate-
maticka statistika, jejiz metody nam umoznuji z daného souboru vysledki vypocitat
nejpravdépodobnéjsi hodnotu a jeji chybu.

Vezméme si pripad, ze budeme v laboratofi opakované mérit urcitou fyzikalni veli¢inu
— napri. délku pfedmétu — stejnym meéridlem. Bude-li v pritbéhu méfeni v laboratori koli-
sat teplota (i v rozmezi pouze 1 — 2°C), ur¢ité naméfime fadu mirné rozdilnych hodnot
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délky. Vysledky zapiseme do tabulky, kde jednotlivda méfeni seskupime do skupin, odpo-
vidajicich prirtstkiim méfené hodnoty po nejmensi odecitatelné hodnoté tidaje méridla
(napf. pro mikrometr po 0,01 mm). Znazornime-li zavislost ¢etnosti namérenych hodnot
v jednotlivych skupinach na hodnoté namérené délky, dostaneme kiivku, znédzornénou na
obr. 1.

200

absolutni ¢etnost

1504

100

50

0 T v T T T v T T T T 1
19,94 19,96 19,98 20,00 20,02 20,04 20,06

X (mm)

Obrazek 1: Zavislost cetnosti naméfenych hodnot na mérené hodnoté.

e Zobrazena zavislost je symetricka kolem svého maxima, nejvétsi ¢etnost hodnot od-
povida urcité stfedni hodnoté a se zvétsujici se vzdélenosti od stiedu cetnost
namérenych hodnot klesa. Priubéh kiivky odpovida statistickému rozdéleni, cha-
rakterizovanému tim, Ze pravdépodobnost malych odchylek od stifedni hod-
noty je vysoka, zatimco pravdépodobnost velkych odchylek od stfedni
hodnoty je mala. Takovéto statistické rozdéleni nazyvame norméalnim (Gaus-
sovym) rozdélenim pravdépodobnosti vyskytu méfené hodnoty.

e 7 tvaru kiivky normaélniho rozdéleni lze usuzovat (a lze to i matematicky presné od-
vodit), Ze nejspravnéjsi hodnotou bude ziejmé hodnota, odpovidajici vrcholu kiivky.
Matematicky 1ze tuto hodnotu, nazyvanou aritmeticky primér 7 namérenych
hodnot, vyjadrit vztahem

(4)

Sl
[
I

8

kde x; jsou jednotlivé namérené hodnoty a n je celkovy pocet zmérenych hodnot.

7 matematické statistiky vyplyva, ze presnou hodnotu nameétené veli¢iny bychom do-
stali pouze pri nekoneéném poctu méfeni, pfi nizSim poc¢tu meéfeni se spravné hodnoté
pouze vice ¢i méné priblizujeme. Miru pfibliZzeni k spravné hodnoté udava rozptyl nameéie-
nych hodnot. U normalniho rozdéleni mizeme rozptyl vyjadfit pomoci tzv. smérodatné
odchylky s, kterda nam udava interval kolem stfedni hodnoty, ve kterém se vyskytnou
nameérené hodnoty s predem znamou pravdépodobnosti.
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Smérodatnou odchylku urc¢ujeme dvoji, jednak smérodatnou odchylku s, jednoho
méreni veli¢iny x, danou vztahem

Protoze mtzeme zméfit vzdy jen konecny pocet hodnot, povazujeme namérené hodnoty
za nahodny vybér a vysSe uvedené charakteristické veli¢iny za veli¢iny vybérové, ho-
vofime tedy o vybérovém pruméru a vybérové smérodatné odchylce aritmetic-
kého priuméru. Podrobnéji v dodatku ?7.

Opakovat méreni ma smysl pouze tehdy, je-li nahodna chyba fadoveé srovna-
telna se systematickou chybou. Jinymi slovy — pokud mame nepresné méridlo,
opakovanim vysledek nezpresnujeme, jen opakované mérime hodnotu s velkou
systematickou chybou.

2.2 Nejistoty méreni

Aby bylo mozné vzajemné porovnavat, ¢i jinak uzit vysledky méfeni, byl mezinarodné
zaveden obecny pristup k hodnoceni jejich presnosti. Zminény pristup k interpretaci vy-
sledkti méteni je uveden v zakladnim dokumentu GUM (Guide to the Expression of
Uncertainty in Measurement) [13] a v normach zévazného nézvoslovi CSN 01 0115% a
CSN-ISO 3534-1%.

Zakladem filozofie pfistupu k interpretaci vysledku je fakt, Ze méfenim nemiizeme
jednoznaé¢né zjistit skuteénou (pravou) hodnotu méfené veli¢iny. Naméfend hodnota
urcité veli¢iny se od pravé hodnoty veli¢iny vzdy vice ¢i méné lisi. Chyba méreni, kterd
vyjadiuje o kolik se naméfena hodnota lisi od hodnoty pravé, je sice statisticky predpo-
véditelnd, ale vychazi z predpokladu znalosti pravé hodnoty.

Zavedeni pojmu nejistota méreni je zobecnénim piistupu k hodnoceni presnosti
meéreni. Nejistota méfeni charakterizuje interval hodnot okolo vysledku méfeni, ktery lze
s predem stanovenou mirou pravdépodobnosti odtivodnéné prifadit k hodnoté métrené
veli¢iny. V tomto pohledu je nutnost znalosti pravé hodnoty zcela eliminovana.

Nejistota vysledku méfeni se sklada z:

e piispévku zpusobeného ndhodnymi vlivy, ktery nazyvame standardni nejistotou
typu A a znacime uy,

3CSN 01 0115: Mezinarodni slovnik zékladnich a vSeobecnych termint. CNI, 1996.
4CSN-ISO 3534-1: Statistika — slovnik a znacky: pravdépodobnost a obecné statistické terminy. CNI,
1994.
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e prispévku zpiisobeného zndmymi, odhadnutelnymi vlivy, ktery nazyvame stan-
dardni nejistotou typu B a znac¢ime up.

Vyslednou, celkovou nejistotu vysledku méfeni y nazyvame standardni kombino-
vanou nejistotou veliciny y. Je dana kvadratickym souctem nejistot typu A a B,

Uy = \Jul, Fulp (7)

Standardni kombinovana nejistota udava interval +u, okolo naméfené hodnoty, ve které
se muze se znamou pravdépodobnosti vyskytovat skuteénd hodnota (konfidenéni inter-
val). Pro pfipad normélniho rozdéleni ndhodnych chyb je tato pravdépodobnost rovna
cca 68 %, coz je pro naSe méreni dostacujici presnost.

2.2.1 Primé méieni

Pfimym méfenim nazyvame takové méreni, kdy je vystupni velicina X ve stejnych jed-
notkéach jako veli¢ina méfena (napf. méfeni teploty teplomérem).

e Nejistota typu A je uréena vybérovou smérodatnou odchylkou aritmetického
prumeéru U, 4 = Sz.

e Nejistota typu B métené veliciny x je generovana prispévky rtznych zdroji. Prv-
nim tkolem je urcit vSechny mozné zdroje nejistot a vétsSinou se omezime na ten,
ktery ma na meétreni nejvetsi vliv.

Potom odhadneme maximalni chybu méticiho pristroje nebo pouzité metody a dale
statistické rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu jejich hodnot v tomto intervalu. Vliv
riizného rozdéleni pravdépodobnosti postihuje koeficient y, ktery udava pomér mezni
odchylky ke smérodatné odchylce pro vybrany typ rozdéleni. Vyslednou nejistotu typu B
urcime vztahem

AZmax
X

(8)

U =

V nasich méfenich predpokladame statistické rozdéleni rovnomérné (je stejné pravdépo-
dobnost vyskytu libovolné hodnoty, lezici mezi krajnimi mezemi), pouzijeme ve vztahu
pro vypodet u,p koeficient y = /3.

2.2.2 Neprimé méreni

Neprimym méfenim nazyvame takové meéteni, ve kterém urcujeme hodnotu veli¢iny y na
zakladé vztahu, ve kterém vystupuje jedna nebo nékolik pfimo méfenych velicin.
Veli¢ina y je dana funkéni zavislosti na piimo méfenych velic¢inach x;, které nemaji piesné
hodnoty. Funkéni zavislost mtizeme vyjadrit jako

Y= f(T1, ey Ty ooy T |- (9)

Hodnotu hledané veli¢iny y urc¢ime v pripadé opakovanych méreni dosazenim vybérovych
aritmetickych praméri jednotlivych pfimo métfenych veli¢in do funkéniho vztahu (9).
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Kombinovana standardni nejistota u, je dana opét vztahem

Uy = \JUsy +ulp | (10)

Stejné jako v pripadé chyb méreni i v pripadé urc¢ovani nejistot mizeme zavést po-
jem relativni nejistoty u,, veli¢iny y obdobnym vztahem vztahu (2), a to pomérem
nejistoty u, této veli¢iny k jeji hodnoté y

- (11)

Relativni nejistota je bezrozmérna, vyjadiujeme ji obvykle v procentech a umoziiuje ndm
snadné s¢itani s nejistotami druhych veli¢in a hlavné jednoduché porovnavani ptrispévku
jednotlivych zdroji nejistot.

Relativni nejistota je pouze pomocnou veli¢inou pro stanovovani kone¢ného
vysledku, vyslednou nejistotu musime vzdy prepocitat zpét na absolutni tvar,
tedy nejistotu vyjadfenou v jednotkach urcované veli¢iny.

a) Nepfimo méfena veli¢ina je linearni kombinaci pfimo méfenych veliéin.

y = f(x1,22) = awy + baz |, (12)

kde a, b jsou redlna cisla. Z kvadratického zakona Sifeni nejistot vyplyvéa, ze kombinovana
standardni nejistota veli¢iny y bude mit tvar

uy =1/ a?uf + b2u3 |, (13)

kde uq, us jsou standardni nejistoty primo méfenych velicin x; a xs.

V pripadé, Ze a = b = 1 dostavame soucet a rozdil dvou veli¢in,

y=[f(21,22) = 21 £ 22 (14)

a vztah (13) muZzeme napsat ve vysledném tvaru

Uy =/ ui + u3|. (15)

7 predchozich vypoctl plyne, ze v pripadé nepiimo meérené veliciny, kterd je rovna
souctu (rozdilu) dvou pfimo méfenych veli¢in, je vysledné nejistota rovna odmocniné ze
souctu kvadratii nejistot pfimo métenych velicin.




2.2 Nejistoty méreni 15

Piiklad 2-6 (#). Urcete tloustku stény dutého vélce, jehoZ vnéjsi pramér d; =
12, 1mm a vnitini primér dy, = 8,1 mm byl zméfen jedenkrat posuvnym méritkem.
Chyba méridla je pro obé méreni shodna, a to my, = mg, = 0,1 mm. Chyba méridla
je v celém rozsahu méfenych hodnot konstantni, jedna se tedy o rovnomérné rozlozeni

(x = V3).

1 1
i(dl—dg) = 5(12, 1—-8,1) mm = 2,00 mm. Nejistota

vysledku bude dédna pouze nejistotami typu B (jednalo se o jediné méfeni) a uré¢i se pomoci
vztahu (13). Pouzijeme-li jesté pro urceni nejistoty typu B pfimého méfeni vztah (8),

Pro tloustku stény y plati vztah y =

Y

potom: ug, B = Ug,p = —~= ININ.

V3

(1)2(0,1)2+<1>2(0,1)2 10.1 5 0,1 0041
Uy = — B — — mm = ——— mm = ——=min = v, min.
/ 2) \\3 2) \3 23 V6

Tloustka stény dutého valce y = (2,000 £ 0,041) mm, obé méfeni praméru se podili na
nejistoté vysledku stejnou mérou.

b) Nepfimo méfena veli¢ina je souéin nebo podil mocnin pfimo méfenych
velicin.

Yy = f(931>332) = ary'ry |, (16)

kde a, m, n jsou redlna cisla. Pro vypocet pouzijeme relativni nejistoty jednotlivych
veli¢in; pro vyslednou standardni nejistotu plati vztah

(17)

_ 2,2 2,,2
Ury = \/m Upy + MUy

kde u,1, w9 jsou relativni standardni nejistoty pfimo métenych veli¢in x; a xs.

V piipadé, Ze m a n je rovno +1 nebo —1, dostavame pro souc€in nebo podil dvou

veli¢in
Ury =/ %2«1 + u%2 . (18)

V pripadé neprimo métfené veli¢iny, ktera je rovna soucinu nebo podilu dvou ptimo
méfenych velicin, je vysledna relativni nejistota rovna odmocniné souctu kvadrati rela-
tivnich nejistot pfimo métenych veli¢in.

Priklad 2-7 (#). Urcete hodnotu odporu R elektrického spotfebice z jednoho
méfeni proudu [ protékajicitho spotiebicem pri prilozeni napéti U. Zméreny proud
mél hodnotu I = 100 mA s chybou métfeni m; = 0,5 mA; napéti na spotiebici bylo

U =200V s chybou my =5V.

Jelikoz se jednalo o jediné méfeni, nejistoty typu A nepocitdme. U béznych (ruckovych)
elektrickych méridel predpokladame rovnomeérné rozdéleni chyb, mizeme tedy stanovit
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0,5 5
jednotlivé nejistoty typu B podle vztahu (8): usp = —=mA = 0,29mA, uyp = —=V =
j jistoty typu B p (8): urn 7 \ 2[;3 7
2,9 V. Pfepocitame-li absolutni nejistoty na relativni, dostaneme u,;g = W =2,9-1073,

2,9

UpyB = ﬁ = 1,45 - 1072. Odpor vypoéteme z hodnot proudu a napéti pomoci Ohmova
U 200V
,k = — =
zakona = 7 = 150 mA

totu odporu R: u,p = \/u?; + u?; = \/(2, 9-10-3) + (1,45 - 10-2)* = 0,0148. Vysledna
nejistota ug = u,gR = 0,0148 - 20002 = 29,57Q (po zaokrouhleni 30€2). Vysledek
zapiSeme ve tvaru R = (2000 £ 30) Q.

= 2000 Q2. Podle vztahu (17) ur¢ime relativni standardni nejis-

Priklad 2-8 (#). Urcete obecny vztah pro relativni nejistotu typu B drahy z, pro
kterou plati vztah: x = v(ty — t1); v je rychlost, t; a ty jsou Casy.

Relativni nejistotu typu B stanovte aplikaci vztaht (13) a (17).

Protoze ve vztahu pro drahu x je zaroven nasobeni i odec¢itani, urcete nejprve relativni

nejistotu rozdilu t, — ¢;. Plati:
u(t2_tl)B = \/ u%z + u%l )
Vg, +ui,

to— 1

Tuto relativni nejistotu pak pouzijte do vypoctu celkové relativni nejistoty x typu B:

2 2
Uty + Ut 2
UrgB = — UB -
\/(t2 —11)? °

ur(tg—t1)B =

2.2.3 Tomuto odstavci vénujte znacnou pozornost! — zaokrouhleni

Vyslednéd nejistota méfeni se zaokrouhli na ¥ad (napi. stovky, desitky, jednotky, dese-
tiny, setiny, ...) druhého platného mista nejistoty méreni a vzdy nahoru. Vysledek
méteni se poté zaokrouhli na stejné rady a tak, aby pocet pfipadnych desetinnych mist
byl stejny jako pocet desetinnych mist zaokrouhlené nejistoty. Odhadem fadu chyby
posuzujeme presnost vysledku. Vypisovani vice platnych mist vysledek nezpfestiuje,
protoze pokud je nejistota napiiklad v fadu desitek, vypisovani desetinnych mist nema
pro presnost méfeni zadny vyznam.

Priklad 2-9 (¢). Piiklady zaokouhleni na dvé platné ¢islice:
0,0123 =0,013 | 0,1234 =0,13 | 1,2345 = 1,3 | 12,345 = 13 | 12345 = 13- 10°.

Aby to bylo jasné (zejména posledni ,fialové“ zaokrouhleni), musime to dat hned do
kontextu se spravnym zapisem vysledku (viz nésledujici pfiklad).
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Piiklad 2-10 (#). Mame zméfen proud tekouci spotfebi¢em a standardni nejistotu,
vypocitanou z vyrobcem stanovené chyby multimetru:

(i) I = 35,7895 mA, u; = 0,0784mA. Nejistotu zaokrouhlime nahoru na fad
druhé platné cislice, tedy na tisiciny: u; = 0,079 mA. Vysledek zapiseme v
souladu s pravidly o zaokrouhlovani ve tvaru:

I = (35,790 + 0,079) mA .

(i1) I =3578,95mA, u; = 7,84 mA. Spravny zapis vysledku:

I =(3579,0+7,9)mA .

(iii) I = 3578954 mA, u; = 784,2mA. Tady nejde jednoduse zaokrouhlit nejistotu
jako u; = 790mA, protoze nula je zde také platna cislice a nejistota je tak
zaokrouhlena na tii platné. Vysledek proto musime zapsat:

I = (357895 =+ 79) - 10mA .

Poznamenejme, ze desetinnou ¢arku miizeme libovolné posouvat, dodrzime-li
pravidlo, Ze nejistota mé dvé platné cislice. Tento vysledek tedy muze byt také
zapsan jako

I=(35789,5417,9)-10 mA ,

atd.

Pokud je na misté druhé platné éislice nula za desetinnou ¢arkou (tj. na misté desetin,
setin, atd.), musime ji uvést, napt. u; = 1,0mA, nikoli u; = 1mA; u; = 0,10mA,
nikoli u; = 0,1 mA, atd. Podobna situace muze nastat u vysledku méfeni. V pripadé, ze
pii zaokrouhleni na stejny pocet desetinnych mist jako u nejistoty vyjdou za desetinnou
¢arkou nuly, musime je také uvést.

2.2.4 Poznamka k zapisu vysledka

Zapsat vysledek miizeme nékolika zptisoby. Prvni moznosti je, jak jsme ho uvedli napt.
v predchozim piikladu: I = (35,790 4+ 0,079) mA. Stejny vyznam ma zapis vysledku ve
tvaru I = 35,790(79) mA a nebo I = 35,7907 mA. To ale mize znamenat také 35, 790 79

s tim, ze 79 na konci jiz neni prili§ pfesné.
2.3 Priklady: chyby a nejistoty méreni

Piiklad 2-11 (&). Zpracujte nasledujici hodnoty, které byly ziskdny odeétenim z
mechanickych stopek po ukonceni kazdého 4. kmitu torzniho kyvadla:

ti[s] : 18,60; 18,55; 18,60; 18,70; 18,65.
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Stanovte dobu kyvu a jeji nejistotu. Vysledek prehledné zapiste.

Priimérny naméieny ¢as t = 18,62s. Doba kyvu 7 = ¢/8 = 18,62/8 = 2,327 5s.
0,3 V3
Urp = ——= = — 8
P83 80

sr 1D (E—1t)?
=2 o ==l T 0032
8 8 n(n —1) ’ i

— 2 2
Ur = \/ Uz 4 + Urp
T

= (2,328 £0,023) s

Piiklad 2-12 (&). Jednorazové bylo naméfeno 5 dob kmitu a odecten ¢as 32, 5s.
Jakou absolutni a relativni nejistotou je zatizena doba kyvu?

. _1t_1 3255
RARED Y-S
K¢ 03

Htkyv:E:ES—O 03s

finge _ 0,030 4 017

utkyv = utkva = \/g \/§
U, 0,03

'U/T_ —= uT —= =
tkyv tkva tkyv 37 25 . \/§

=3,258

=5,33-107°

Priklad 2-13 (&). Mikrometrem byly opakované naméfeny nasledujici hodnoty
délky [ predmétu v mm: 28,31; 28,31; 28,32; 28,31; 28,33; 28,32; 28,32; 28,33; 28,31;
28,32. Zpracujte namérené hodnoty, vypoctéte kombinovanou nejistotu délky [ a
vysledek prehledné zapiste.

_ 1<
[ ==Y [, =28,318

=1
ml 0,01

— = 0,000 203 881
riB 28318 \/'

\/Z 1 =0,001747633 mm
n —

— 77 = 0,000 061 714

g = JuZy, + 0%y, = 0,001759485

[ -u,7 = 0,049 825 mm
[ = (28,318 £0,050) mm
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Piiklad 2-14 (&%). Pramér dratu byl zméfen mikrometrem a jeho velikost je d =
0, 81 mm. Stanovte velikost plochy S prifezu dratu, jeji absolutni a relativni nejistotu
a vysledek prehledné zapiste.

2 70,812
S:7T4 _T S mm® = 0,5153 mm’

Nejistota je v tomto pripadé dana pouze nejistotou typu B,

0,01

V30,81

usp = Sugsp = 0,5153 - 0,014 = 0, 0074 mm”
S = (0,5153 4+ 0,0074) mm?

UrSZUrSBZQUrdBZQ' :0,014:1,4%

Piiklad 2-15 (&). Pramér dratu byl zméfen posuvnym méfitkem a jeho velikost
je d = 0,9mm. Stanovte velikost plochy S prirezu dratu, jeji absolutni a relativni
nejistotu a vysledek prehledné zapiste.

d2 . 2
S = 74 _T 2’9 mm? = 0, 636 172 mm>

0,1
V30,9
usg = Suysp = 0,636 172 - 0,128 3 = 0,081 62 mm?

S = (0,636 & 0,082) mm?

Urs = UpSB = 2Urg = 2 - =0,1283=12,8%

Priklad 2-16 (&). Stanovte absolutni a relativni nejistotu plochy S prifezu dratu,
jehoz primeér byl méfen mikrometrem a jeho velikost je d = 0, 855 mm.

d? -0, 8552
g =" T O im? = 0,574 146 mm?
4 4
Nejprve musime stanovit nejistotu relativni:
0,01
Ups = /2202, = Qupg = 22 = 24 ’ —0,0135.

A _9d o9, DY
d V3d V30,855
Poté absolutni bude

ug = Supg = 0,574146 - 0,013 5mm? = 7,751 - 102 mm?.
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Priklad 2-17 (&). Stanovte absolutni a relativni nejistotu plochy S prifezu dratu,
jehoz primeér byl méfen mikrometrem a jeho velikost je d = 1,16 mm.

wd? - 1,162

S = Y 4’ mm? = 1,056 832 mm?
0,01
U = /222, = Qupg = 22 = 94 ! —9,954-1073.

— =9 =92.
d V3d V3-1,16
ug = Sug =1,056832-9,954 - 1073 mm? = 0,010 52 mm? .

Piiklad 2-18 (&). Rozméry vélecku jsou: primér d = 48,2mm a vyska h =
63, 7mm. Rozméry byly zméfeny jednou posuvnym métitkem. Posudte, zda je mozné
stanovit objem V' vélecku s relativni nejistotou mensi nez 5 %.

e .48 92
V(d, h) = ”4 h=" 63, 7mm?® = 116231, 379 mm?

2 2
0,1
Upy = Upvp = £/ 22u2,5 + U, +(————=) =0,0026 =0,26%
1% VB rdB \/ 482 \/—> (63,7‘\/3) 0

Relativni nejistota w,1, je mensi nez 5 %.

Priklad 2-19 (&%). Rozméry valecku jsou: pramér d = 41,83 mm a vyska h =
57,92mm. Rozméry byly zméfeny jednou mikromentrem. Posudte, zda je mozné
stanovit objem V' véalecku s relativni nejistotou mensi nez 1 %.

&2 41,832
V(d,h) = ”4 h=" L 5T, 92mm® = 79,596, 535 mw’

0,01 \? 0,01 \°
Uy = Uy = 1) 2202, + U2, = 1[4 ) (—) = 0,00029 = 0,029 %
v rdi T kB \/ 41 833 57,92 - /3 )

Relativni nejistota u, je mensi nez 1 %.

Priklad 2-20 (&). Stanovte objem V koule a jeho nejistotu, jestlize priamér koule
je d = 20,5 mm a byl méfen jednou posuvnym méritkem. Vysledek prehledné zapiste.

4 4 (d\® 1 1
V= §7rr3 = 577 <§) = 67rd3 = 671' -20,5° mm?® = 4510, 868 9 mm?

——— 0,1
Ury = UpyB = 32u72"dB = 3urdB =3- 2075—\/5 = 0, 008 449

wy = Vu,y = 4510,8689 - 0,008 449 mm?® = 38,112 mm?
V = (4511 + 39) mm?®
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Piiklad 2-21 (&). Stanovte objem V koule a jeho nejistotu, jestlize primér koule
je d = 20,55 mm a byl méfen jednou mikrometrem. Vysledek prehledné zapiste.

4 4 [d\® 1 1 ,
V=—m=_r (5) = éwd?’ =7 20, 55° mm?® = 4543, 955 8 mm?®

0,01
Uy = Uy = 1/ 32U, = 3Upgp = 3 ————— = 0,000 842 847
v e rdB » 20,55 - /3

uy = Vuy = 4543,9558 - 0,000 842 847 mm? = 3, 829 mm?®
V = (4544,0 & 3,9) mm®

Priklad 2-22 (&%). Urcujeme hustotu p z hmotnosti a rozméru télesa, kde m =
(62,10 4+ 0,05) g, téleso je ve tvaru vélce o praméru ¢ = 15 mm a vysce h = 50 mm.
VSechna méreni byla provadéna jednou, rozmeéry byly méfeny posuvnym meéritkem.
Vysledek, hustotu s jeji nejistotou, prehledné zapiste.

( h) m 6m 6-62,10
m,a = = = .
AT, G, V(a,h) madh  m-153-50 &

0,05\ 2 0,1 \’ 0.1\’
urp:quB:\/ufm3+32u3a3+“3h32\/(62 10) +9- (15.\/§) * <50~\/§) -
=0,011632

mm > =7,028282-10"*g - mm™®

u, = pu,, =7,028282-107*-0,011632g - mm™> = 8,175297-10 g - mm >
p=(7028482)-10"g - mm™*

Priklad 2-23 (&). Vzorek ve tvaru krychle o strané a = 50,0 mm ma hmotnost m =
375,10 g. Hodnota a byla zjisténa posuvnym métitkem jednim meéfenim. Vzorek byl
zvazen na vahéch, kde nejmensi dilek odpovida 0,05 g. Stanovte hustotu p materialu
vzorku, jeji nejistotu a vysledek prehledné zapiste.

375,10
p(m,a) = % = ﬂg =25 ’03 g-mm®=230008-10"g - mm™®
a )

0,05 2 0,1 \?
Uny = Uppp = [ U2, o+ 3202, = <—) 1. (—) — 3,464956-10°
p e \/ rmb raB \/ 375.10 - /3 50,0 - v/3

u, = pu,, = 3,0008-107% - 3,464 956 - 10> g - mm > = 1,039763 - 10 ° g - mm~°
p=(300,1+1,1)-10°g - mm™>
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Piiklad 2-24 (&). Voltmetrem byla naméfena hodnota U = (15,10 £ 0,05) V,
ampérmetrem byla naméfena hodnota I = (105,00 + 0, 11) mA. Z uvedenych hod-
not vypoctéte hodnotu odporu R, absolutni a relativni nejistotu odporu. Vysledek
(hodnotu odporu s jeho nejistotu) prehledné zapiste.

U 15,10V
R = T = 105.00mA 143,809 522

2 o2 0, 05 0,11 2 _
Urr = UrRB = rUB +UrfB \/ 15 10 105 OO) =3,47303- 10 ’

up = Ru,p = 143,80952 - 3,47303 - 10730 = 0,499 Q
R = (143,81 £ 0,50) ©

Priklad 2-25 (&). Elektricky odpor rezistoru je 422 a byl méfen s relativni
nejistotu 0,5 %. Rezistor je ve tvaru dréatu, jehoz délka je [ = (19,00 £+ 0,05) m
a prumér d = (0,45 £+ 0,01) mm. Stanovte rezistivitu p materidlu a jeji nejistotu.
Vysledek prehledné zapiste.

S wd? 7-(0,45-1073)2
— RZ = R™Y _ 49, ’
p=Hhy="H 4-19.00

0,5)\> 0,012 0,05\
_ 2 92,2 2 _ htlhd 4. 2= 7 = 44 802
u?‘P \/urR+ urd+url \/(100) + (0745> + (19’00) 050 80

u, = pu,, = 3,515690 - 1077 - 0,044802Q - m = 1,575 - 10°*Q - m
p=(352+1,6)-10%Q -m

Q-m=3,515690-10""Q -m

Piiklad 2-26 (&). S jakou absolutni a relativni nejistotou mé¥i ampérmetr hodnotu
proudu [ = 106,0mA na rozsahu (0 — 120) mA, méa-li tfidu pfesnosti 7, = 0,2 (tj.
0,2 % zvoleného rozsahu).

120

uI:uIB—wOTmA:O,lwmA
UrB 0,139

pB=—=——=0,0013=0,13

UrIB =T T 06 0 ¢

Piiklad 2-27 (&). Posudte, jestli je mozné voltmetrem tiidy pfesnosti 7, = 0,5
meértit napéti U na rozsahu 0 — 3V s nejistotou mensi nez 0,01 V.

T Unnax 0,53
uy = U 100 — 00 V=28,66-102V < 0,01V (ano)
V3 V3 V3
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Priklad 2-28 (&). Pii urcovani elektrického odporu z Ohmova zakona byla na
ampérmetru odectena hodnota proudu I = 100mA na rozsahu 0 — 150 mA, t¥ida
pfesnosti ampérmetru je 7, = 0,5. Voltmetrem byla zméfena hodnota napéti U =
2V na rozsahu 0 — 3V, tfida pfesnosti voltmetru je 7, = 0,2. Stanovte hodnotu
elektrického odporu R a jeho nejistotu. Vysledek prehledné zapiste.

U 2
_V_ 2 a_10
7 100108 =1
T _ 0 0203 ) 00008

Uy
YT BU V32

1 1
To5 Lpdmax 105 - 0,5 - 150

V3T V/3-100

Upp = \Ju2, 4+ u2 = /(1,73205 - 10-3)2 + (4,330 13 - 10-3)2 = 4,66369 - 10~°
up = Ruyp = 10 - 4,663 69 - 1073 Q = 0, 0466 Q2
R = (10,000 % 0, 047) ©

=4,33013-107

Ur =

Priklad 2-29 (&). Digitalnim voltmetrem byla na rozsahu 0 — 2V naméfena
hodnota 1,8712V. Voltmetr méfi s chybou udaje 0,05% naméfené hodnoty + 2
jednicky posledniho mista zvoleného rozsahu. Urcete absolutni a relativni nejistotu
meéreného napéti.

8051 8712+ 0,0002

uyp = % 7 V =0,00066V
Uyp 0,0007
UB = - =0,00035 = 0,035
WUB = T T 18712 %

Piiklad 2-30 (&). Digitdlnim ampérmetrem byla na rozsahu 0 — 100 mA naméfena
hodnota 70,00mA. Ampérmetr méf s chybou udaje 0,3 % namérené hodnoty + 3
jednicky posledniho mista zvoleného rozsahu. Urcete absolutni a relativni nejistotu
meéfeného proudu 1.

0,3
03 70,00 + 0,03

Urp = \/§
U . urp o 0, 1386
BT 70,00

mA = 0,138 56 mA

= 0,00198 = 0,198 %

23
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Piiklad 2-31 (&). Stanovte hodnotu elektrického odporu rezistoru, jestlize byla
namérena hodnota proudu tekouciho rezistorem I = 85,5mA a hodnota napéti na
rezistoru U = 20 V. Proud byl méfen na rozsahu 0 — 100 mA ampérmetru, ktery ma
maximalné pripustnou chybu danou jako 0,3 % z naméfené hodnoty a 3 jednicek
posledniho mista zvoleného rozsahu. Napéti bylo méreno na voltmetru rozsahu 0 —
30V, s tfidou piesnosti 1), = 0, 5. Vypoctéte nejistotu elektrického odporu. Vysledek,
odpor R s nejistotou, prehledné zapiste.

U 20V
R—T—m—mf’m
L7U -0,5-30V
Uy 100 max _ 100 _070043

e \/_U V320V
.85, 5mA + 0, 3mA

B AL 20,0038
V3 -85, 5mA

Upp = \/ U2 + U2 = /0,004 32 + 0,003 8% = 0,007 4

Upp = Ruygp = 233,918 -0,0074Q =1,731Q = 1,80
R=(233,9+1,8)0Q

Piiklad 2-32 (&). Posuvnym méfitkem byl 5x zméfen pramér koule:
d;[mm]: 29,9; 29,9; 29.8: 30,0; 30,1.

Vypocitejte objem koule, jeho nejistotu a vysledek prehledné zapiste.

-1 1
d=—) di=2-(29,9+29,9+29,8+30,0+30,1) mm = 29,94 mm
n 5!
1 5 1 ;
V= rd = 729,94 mm® = 14052, 51347 mm®
Uy = 1/ 32u; = 3ug
\/Z =...=0,05099 mm
n—l
0,050 99
A = Stpaa = 329 = 3. 22270 00051092
Urva = Stlrdd = o= 29,94
0,1

UpyB = SUpggp = 3 - —— = = 0,005 785
VB dB 29’94_\/§

v = /uy 4+ uZy 5 = /0,005 10922 4 0,005 7852 = 0,007 71817

uy =V uy = 14052,51347 - 0,007 718 17 mm® = 108, 459 6 mm”®
V = (140,54 1,1) - 10* mm®
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3 Mechanika

3.1 Kinematika

Piiklad 3-33 (). Urcete trajektorii, velikost rychlosti v a velikost zrychleni hmot-
ného bodu a, jehoz kartézské soutadnice jsou jako funkce ¢asu t vyjadieny rovnicemi:

x = Acos(wt), y=Asin(wt), z=Bt

obecné a pro hodnoty A =2m, B=3m- s}, w; = wy = 3s7 L.

Trajektorii hmotného bodu je Sroubovice se slozkami rychlosti

v, = & = —wAsin(wt),
vy =y = wAcos(wt),
v,=%2=28B

a slozkami zrychleni

Uy = Uy = & = —w”Acos(wt) ,
a, = v, = i = —w’Asin(wt)

a,=0,=2=0.
Velikost rychlosti
v =4/V2+ 02+ 0=
= /(—wAsin(wt))? 4 (wA cos(wt))? + B2 =

= \/w2A2 sin®(wt) + cos?(wt)) + B2 =
= VWw?A2 4+ B2=+32.224+32m-s ' =3V5m-s!

a velikost zrychleni
a=,/ai+al+al=
= v/ (—w2Acos(wt))? + (—w2Asin(wt))? + 0 =

= \/w4A2(cos2(wt) + sin*(wt)) =

WiA?2 = w?A=3%2m-s?2=18m -s 2.
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Priklad 3-34 (&). Urcete rychlost a zrychleni pohybu, jehoz trajektorie zavisi na
¢ase podle vztahu (b, ¢ jsou kladné konstanty v zakladnich jednotkach SI):

L
a) s:s(]+ct+§gt,

b) s =ce .

a) Rychlost a zrychleni
v=s=c+gt, a=v=5=g.

b) Rychlost a zrychleni

v=§=—bce®, a=0=25§=0bce .

Priklad 3-35 (&). Raketa se pohybuje po uréitou kratkou chvili pfimocare, jeji
trajektorie s zavisi na case t podle vztahu

2 . 7t n
S = — S1n S~ So .
9 2 0

Urcete zrychleni a tohoto pohybu v case t = 1s.

Prvni derivace je
. T2 mt
s=355¢%s|{ 3

a tedy druhd derivace (zrychleni) bude
v Case t = 1ls:

Priklad 3-36 (&%). Dvé auta jedou proti sob&. Prvni rychlosti o velikosti 20m - s7*,
druhé rychlosti o velikosti 30m - s™!. Obé& auta jsou schopna zastavit z rychlosti o
velikosti 25m - s71 za 5s.

a) Jak daleko musi byt auta, aby se nesrazila?

b) Jak daleko by auta musela byt, kdybychom zapocetli reakéni dobu fidi¢t, kterd
je rovna asi 0,287
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a) Uréime nejprve velikost zrychleni, s jakym jsou obé auta schopna zastavit:

Av  25-0 9 9
al=——=———m-s ~=5m-s .
al At 5
Vyjadiime ¢as zastaveni kazdého auta z rovnosti v = v, — |a|At, = 0. Dostaneme
v
At, = = )
lal

a tento cas dosadime do vztahu pro drahu potifebnou k zastaveni:

1 ) 1 v\ 2 v?
L= 0, Al — ~|a|AE = oy () — Zja () = 2
o= vt = gt = (72) i (1) = g

Drahy potiebné pro zastaveni obou aut:

2 2
vy 20
= = —m=40m,
1 2l 2'5111 m
2 2
Up,2 30
2= =——m=90
2 2] 2'5m m

Aby se auta nesrazila, musely by byt od sebe vzdalena o
5> 8,1+ 8,2=40m+90m = 130m.

b) Pfipo¢teme reakéni dobu fidi¢i. Za tento ¢as kazdé auto urazi navic jesté drahu pii
jeho plné rychlosti.

Sp1 =vit, =20-0,2m =4m,

Sp2 = Uoly = 30-0,2m = 6m.
V tomto pfipadé by vzdalenost aut musela byt

§> 8,1+ 81+ Sp2+ S2=(40+4+90+6)m = 140m.

Priklad 3-37 (&). Téleso padd volnym padem. V bodé A své trajektorie ma
rychlost 4m -s™1, v bodé B m4 rychlost 16 m - s~1. Urcete:

a) vzdalenost boda A, B,

b) dobu, za kterou téleso vzdalenost mezi body A, B urazi.
Budeme predpokladat, ze téleso poustime z klidu, tj. ze v ¢ase t = 0 je vy = 0 a misto vypu-
sténi télesa je v poc¢atku souradného systému: xy = 0. Nejprve nas zajimd Az = xg — x4

(vzdalenost bodt A a B). Protoze zname pouze rychlosti télesa v obou bodech, nevysta-
¢ime jenom se vztahem pro volny pad, x = %gtz, ale za t dosadime jesté ze vztahu pro

rychlost, v = gt. Dostaneme:
1 1 2 10?
v = —gl® = g (9) v (19)
g g
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Nyni spocteme vzdalenost bodii:

1 1 .
Ax:xB—xA:%(v%—vi) = 2‘9’81(162—42)m:12,23m.

Podobné urcéime i c¢as:

- 16 — 4
At =tp—t, = B_UA_UB70A_ s=1,22s.

Poznamka. Pokud bychom ze vztahu (19) vyjadrili rychlost, dostali bychom stejny
vztah jako pro rychlost vytoku z nadoby, v = v/2gx, coz si pozdéji také odvodime.

Poznamka. Na tomto prikladu si jesté mizeme ukéazat uzitecny trik. Vztah pro drahu
(19), ktery jsme v tomto prikladu odvodili je funkei rychlosti, x = f(v) a nemohli jsme
ho tim pédem ziskat integraci rychlosti podle ¢asu: [vdt = 3g¢* + C. Mohli bychom
to obejit, pokud bychom vyjadrili zrychleni ne jako ¢asovou derivaci, ale derivaci podle
soufadnice néasledovné (trikem, zZe derivaci pfenasobime jednickou 1 = dz/dx):

dv dr wvdv 2vdv  d(v?)
= — — = = = . 20
“TU% Az Az 2dr 2ds (20)
Tady uz muzeme pfimo integrovat (a = g):
b 2 o 2 .2 Loy 9

d(v®) = 2gdr — vp—vy=29(xp—x4) — xB—xAzz—(vB—vA). (21)

U2 x g

A A

Poznamka. Pokud bychom v integraci (21) volili dolni meze jako v} = 0 a x4 = 0,
dostali bychom opét vztah v = /2gx.

Priklad 3-38 (&%). Rychlovarna konvice prestala vafit, byla tedy majitelkou vy-
hozena oknem z vysky 7 metri. Jakou rychlosti dopadla konvice na zem? Odpor
vzduchu zanedbejte.

Ze vztahu pro drahu pfi rovnomérné zrychleném pohybu (volném padu) vyjadiime cas
dopadu

1 2h
y=h——gt*=0 — t=,/—
2 g

a dosadime do vztahu pro rychlost

v=gt=+/2gh=+/2-9,81-Tm-s' =11,7m-s".
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Priklad 3-39 (&). Akrobaticky lyZaf mé pied odrazem néjezdovou rychlost 57,6km - h™!.
Predpokladejte, ze se na mistku odrazi svisle vzhiru.

a) UrCete jeho rychlost za 2s a vysku, ve které se bude v té dobé& nachézet.

b) Urcete maximalni vysku skoku.

Rychlost za dvé sekundy letu vyjadiime jednoduse jako

57,6
v:vo—gt:ﬁ—9,81~2:—3,62m.s*1,

drahu v case t = 2 jako

1 27,6 1
s =ugt — =gt = —— 2—5

: .9.81-22=12.38m. 22
2 3.6 ’ oot (22)

Uréit maximalni vysku skoku znamend najit maximum funkce (22), takze

ds (20
— =y —gt=0=>t=—. 23
dt o9 g (23)

Nasli jsme cas, ve kterém je nulova rychlost (= ¢as maximalni vysky). Jeho dosazenim do
(22) pak ziskdme maximélni vysku jako

o (3) ()

57,6 57,6/3,6 1 57,6/3,6\° .
_ . ——.9.81- (282122 )~ 13 05m.
=36 os 2% ( 9,81 ) 3,:05m

Piiklad 3-40 (&). Gumovy micek jsme hodili na zem z vysky 90 cm. Z ruky nam
vyletél rychlosti 8m -s~!. Do jaké vysky se odrazil od zemé, pokud srazka micku
se zemi byla dokonale pruzna? Do vypoctt dosazujte hodnotu tihového zrychleni
10m -s—2.

Za ptredpokladu, ze srazka je dokonale pruzna plati, Zze se micek odrazi vzhiiru rychlosti o
stejné velikosti jako je dopadova. To znamena, Ze vlastné fesime svisly vrh, jehoz pocatecni
rychlost méa stejnou velikost, jako dopadova rychlost micku na zem. Pro svisly vrh plati

- Lo
= VL — —

Y 29
Maximéalni vysku najdeme z podminky

dy v
TGt =0 =l = —
a7
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a tedy

v 1 <v>2 V2
Ymax = V— — g | — = I -
g 27 \yg 2g

Zbyva najit pocatecni rychlost v, kterou je, jak jsme tekli, také rychlost dopadova. Tato
rychlost tedy bude:

Vdop = Vo + gtdop .

Musime najit ¢as dopadu g4, ze vztahu:

1
§gt(210p + UOtdop — Ydop = 0.

Reseni:

59 g g

7 téchto dvou feSeni nas zajima to s ,,+“, protoze druhé je zaporné a to v ptipadé casu
nedava smysl. Dosadime ho do vztahu pro dopadovou rychlost:

v VU2 + 2gy4
Vdop = Vo + Glaop = Vo + ¢ <—;O + % =/ Vg + 2GYdop -

Tento vysledek uz jen dosadime do vztahu pro maximalni vysku:

2
2 («/vg + 29yd0p> 2 g2
ymaX:U_: :U_O+yd0p:—m+079m:4,1m.

2g 29 2g 2-10

tdop1,2 =

—vp \/Ug -4 %g<_ydop) ) " g + 29Ydop
2.1 9 g

Piiklad 3-41 (&). Z rozhledny o vysce 30m byl vrzen kdmen ve vodorovném
sméru rychlosti 10m - s~1. Uréete velikost rychlosti pfi dopadu na zem a vodorovnou
vzdélenost mista dopadu od paty rozhledny. Odpor prostiedi zanedbejte.

Vyuzijeme principu superpozice. Pohyb hmotného bodu rozdélime na dva nezavislé po-
hyby. Jednim z nich je vodorovny pohyb (ve sméru osy z), kde ma hmotny bod v ¢ase ¢
polohu x:

x = vpt (25)

a druhym je volny pad, kde ma hmotny bod v Case t soutadnici y:

1
Y= h—égt2. (26)

Z celkové urazené vzdalenosti pfi volném padu (y = 0) vyjadiime ¢as dopadu, tedy

2h
t=| = 27
p (27)
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a dosadime do rovnice rovnomérného primocarého pohybu:

/ /2 30
= 24,
9 31 73m.

Ziskali jsme vzdalenost dopadu hmotného bodu od rozhledny. Velikost rychlosti dopadu
urcéime ze slozek rychlosti ve smérech x a —y. Ve sméru x je rychlost dopadu primo vg, ve
sméru —y je rychlost v, = —gt. Takze

2

2h
v= 1/} + (—gt)? = |V} + <—g ?> =\/v3 + 2gh (28)

v=1/1024+2-9,81-30m s =26,24m s

Priklad 3-42 (&). Kulicka byla vrzena pod thlem 57/18rad (50°) rychlosti
15m -s~!. Urcete délku vrhu a zapiste vztahy pro slozky rychlosti ve sméru osy
T ay.

Podobné jako v predchozim ptipadé, bude
T = vt cos o,
. L,
Y = yptsln o — Egt .
Zajima nas souradnice x mista dopadu. V tomto misté je y = 0, tedy:

1,
Yy = volsina — §gt =0,

§gt2 —vpsinat =0,

vosinoz:t\/vgsirfa—o Vg Sin a £ vy sin «
g g

Z téchto dvou casu je ¢as dopadu 2ugsina/g tento ¢as dopadu dosadime do rovnice
soufadnice x:

t1o =

202 si 2-152% - sin (b7 /18
p= 2O g = 2T SIOTI) i (5/18) m = 22,50m.
g )

Vztahy pro slozky rychlosti:

T = Vg COS Qv

Y = vgsina — gt.
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Piiklad 3-43 (). Sprinter bézi rychlosti 9,2 m - s~! po kruhové dréze. Jeho dostie-
divé zrychleni m4 velikost 3,8 m - s72. Jaky je polomér drahy a perioda jeho pohybu?

2 2
=" — R="m=223m
R Qq
v? v? 2 v 9,2
= 5 o/ wo = v 7Tad s B,SS .25

Piiklad 3-44 (&). Kolo se otaci s frekvenci 25 Hz. Brzdénim lze dosahnout, ze
jeho otaceni bude rovnomeérné zpomalené a kolo se zastavi po case 30s od zacatku
brzdéni. Vypocitejte thlové zrychleni kola.

Wo 2 f 225 _, 5
Ww=wy+e¢e 0 — ¢ A At 30 S 3

Piiklad 3-45 (&). Sedacka kolotoce je upevnéna ve vzdéalenosti 240 cm od st¥edu
otaceni a vykonava 18 otacek za minutu. Urcité ji obvodovou rychlost a dostredivé
zrychleni.

ot. ot. ot.
=18 —=18—=0,3— (=
" min 60s ’ s( 1)

Uhlova frekvence:
w=2rf=2r-0,3=1,835s""

Obvodova rychlost:
v=Rw=24m-1,885s' =4,52m-s!
Dostfedivé (normalové) zrychlent:

(Rw)?
R

a, = —WR=w?Y —pw=4,52-1,8%5m -5 2 =8 52m s>
w

o] S
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3.2 Dynamika

Piiklad 3-46 (&). Jak velkou silou pusobi ¢lovék s hmotnosti 75 kg na podlahu
kabiny vytahu, kdyz

a) vytah je v klidu,

b) vytah se pohybuje svisle vzhtiru se zrychlenim ¢ = 2m - s72,

c) vytah se pohybuje svisle doltt se zrychlenim a = 2m - s72.

a) Foy=mg="75-9,81N =1735,75N
b) Ry =m(g+a) =75 (9,81 + 2)N = 885, 75N
c) Foy=m(g—a)="T75-(9,81 —=2)N = 585,75N

Priklad 3-47 (&). Pii akrobatickém letu popisuje letadlo rychlosti 360 km - h™!
kruznici o poloméru 400 m ve svislé poloze. Jak velkou tlakovou silou ptisobi letec s
hmotnosti 80 kg na sedadlo v nejvyssim a nejnizs§im bodé trajektorie?

Stanovime nejprve normalové zrychleni

v? 1007
ap = — =

R~ 400 "

2 =25m-s72.

Velikost sily na sedadlo
e v nejvyssim bodé

Fr=m(a, —g)=80-(25—9,81)N =1215,2N,
e v nejnizsim bodé

Fy=m(a, +g) =80-(25+9,81)N =2784,8N.

Piiklad 3-48 (&). Parasutista o hmotnosti 80 kg pada nejprve se zavienym pa-
dékem rychlosti 50m - s~!. Po otevieni paddku se jeho rychlost béhem 2s sniZi na
5m - s~ 1. Vypoditejte velikost brzdici sily padaku.

Ptredpokladame, ze zrychleni béhem brzdéni bylo konstantni. Potom miizeme spocitat

jeho velikost jako
lal A7 5 mes ,bm - s
Velikost brzdici sily padaku potom je
|F'| =mla| =80-22,5N =1800N.
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Priklad 3-49 (&). Baseballovy micek o hmotnosti 300 g byl nadhozen rychlosti
50m -s~1. Po tderu palkare se pohyboval rychlosti 100m - s7! v opa¢ném sméru.
Urcete primeérnou silu F', kterou piisobi palka na micek, jestlize doba trvani tderu
je 0,02s.

Vzhledem k velmi kratkému casovému tseku tideru zapiseme ptiblizné

Ap = FAt,
mAv = FAt,
m(vy —vy) = FAL.

Odtud primérna sila

m(vy —v1)  0,3-[100 — (—50)]

F— _
At 0,02

N =2250N.

Priklad 3-50 (&%). Vytah zvedne rovnomérnym pohybem néklad do vyse 24 m za
dobu 12s. Motor vytahu ma pfi rovhomérném chodu vykon 20 kW. Jakd miize byt
maximalni hmotnost kabiny s ndkladem?

AW mgAh _ PAt 20-10°-12

p — _ —
At At T YAR T 98124

kg = 1019, 24kg

Piiklad 3-51 (&). Letadlo o hmotnosti 20 tun leti ve vySce 10km nad Zemi
rychlosti 720km - h™!. Jak4 je celkovd mechanické energie letadla vzhledem k Zemi?

720
3,6
E =2362000000J =2,4GJ

1 1 2
E:Ek+Ep:§mv2—|—mgh:5-20-103-< ) J+20-10%-9,81-10-10%J

Piiklad 3-52 (&). Za jakou dobu presune jefab s pifikonem 10kW bfemeno o
hmotnosti 15 tun do vysky 8 m, je-li i¢innost celého zatizeni 70 %?

Vykon
P =n-pitkon =0,7-10*W = 7000 W .

Préace

mgh  15-10%-9,81-8

A= mah = PAt = At —
mg = P 7000

s=168,17s.
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Priklad 3-53 (). Jefab zdviha bednu o hmotnosti 200 kg svisle vzhiru se zrych-
lenim 0, 5m - s~2. Urdete velikost sily, kterou lano ptisobi na bednu.

F=m(g+a)=200-(9,81+0,5)N=2062N

Priklad 3-54 (&%). Chlapec tahne po vodorovné cesté (f = 0,1) sariky s ndkladem
s celkovou hmotnosti 60 kg silou 75N po draze 30 m Urcete:

a) zrychleni sénék s nakladem,
b) rychlost sanék na konci drahy a

c¢) praci, kterou chlapec vykonal.

a)
F—Ft_F—mgf_75—60~9,81~0,1m
m m N 60

1 5 2s
s=—at® — t=14/—
2 a
a dosadime:

2
v=at =ay/ = = 2sa=1/2-30-0,260m s =4,02m-s".
a

ma=F—-F — a= 8§72 =0,269m - s>

b) Vyjadiime nejprve Cas:

W =Fs=75-30J=2250J

Piiklad 3-55 (). Urcete préci, kterou je tfeba vynalozit na stlaceni naraznikové
pruziny vagonu o délku xzo = 50 mm, jestlize pro silu pii stlaceni o délku x plati
vztah: F' = kz (k je tuhost pruziny). O této pruziné je znamo, Ze téleso o hmotnosti
m = 3 kg upevnéné na konci pruziny kmita s frekvenci f = 159, 15 Hz.

Z teorie kmitani zname vztah pro kruhovou frekvenci harmonického oscilatoru:

[k
w=1/—=k=muw?.
m

Odtud dosadime tuhost do vztahu pro potencidlni energii (= praci) harmonického oscilé-
toru:

1 1 1
W, = —ka* = 5 R 5m(27rf)2x2 =53 (27 - 159,15)%-0,05%J = 3750 J.
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Piiklad 3-56 (&). Na jednozvratnou paku délky 120 cm piuisobi na konci sila o
velikosti 300 N. Sila svira s podélnou osou paky thel 40°. Jak velky je moment sily?

Kolma slozka sily F' k péce:
F, =Fsina.

Moment sily:
M=1-F =1 -Fsina=1,2-300-sin(2r/9)N-m =231,4N-m.

(Jiny, ekvivalentni, zptusob si rozmyslete.)

Priklad 3-57 (&). Maly vozik o hmotnosti m sjizdi bez smykani po draze za-
koncené valcovou plochou o poloméru r. Z jaké minimalni vysky musi vozik sjizdét,
aby projel celou kruhovou smycku této valcové plochy? Moment setrvacnosti, valivy
odpor kolecek a odpor vzduchu zanedbejte.

Aby vozik projel celou kruhovou smycku, musi mit v jejim nejvyssim bodé nenulovou
rychlost. Uré¢ime nejprve jeji minimalni hodnotu a poté stanovime vysku, z jaké ho musime
spustit, aby v nejvyssim bodé smycky této minimalni rychlosti dosahl.

Na vozik urcité pisobi tihova sila mg a uvnitt kruhové smycky na vozik ptisobi smycka
normalovou silou ma,. V nejvyssim bodé kruhové smycky sestavime pohybovou rovnici

ma, +mg = magq,

kde a4 je dostiedivé zrychleni voziku, sméfujici v nejvyssim bodé smérem svisle doli.
Vhodnou volbou souradného systému mutizeme rovnici prepsat skalarné

—ma, —mg = —maq = Mmay +Mmg = maq .

Vozik zac¢ne v nejvyssim bodé odpadat od kruhové smycky, pokud a, = 0. Z této podminky
dostaneme minimalni rychlost, kterou vozik musi v nejvyssim bodé mit, aby celou smycku
projel:

mg = maq,

mg:m min

Minimalni rychlost v nejvyssim bodé bude:

2
g:%ﬁvmin:\/gr.

Nyni uz jenom ze zakona zachovani mechanické energie urcime vysku vypusténi, ze
které vozik ziskd v nejvyssim bodé smycky rychlost vy,. Za hladinu nulové potencialni
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energie zvolime nejnizsi bod smycky. Oznacime hy,;, vysSku vypusténi voziku. Zakon za-
chovani energie bude:

1
mghmin = mg - 2r + Emvfmn ,

1
mghmin = mg - 2r + §mgr.
Rovnici miiZeme nyni prendsobit (mg)~! a vyjadiit vysku Ay
r 5
Pgin = 2r + = = —r.
2 2

Vozik projede kruhovou smy¢ku, vypustime-li ho z vysky h > hy, = 5r/2.

Piiklad 3-58 (&). Jakou nejmensi rychlost musi mit motocyklista, mé-li jezdit

Vv

Vv

5,1 m. Na této mensi kouli se musi udrzet i v nejméné priznivé situaci, kdy je v nejvyssim
misté (aq = g):

2
Yoy = v=rg=+/51-981m-s 1 =7,07m-s"! =25 45km-h~".
. Y%

4 Gravitacni pole

Piiklad 4-59 (&%). Jak velkou gravitacni silou se pfitahuji dvé Zelezné koule o
priméru 1m, které se navzajem dotykaji? Hustota Zeleza je 7860 kg - m 3.

Hmotnosti kouli:

4 4 (d\® md?

Vzdalenost sttedii kouli je d = 1 m. Z Newtonova gravita¢niho zakona

( 7Td3)2

p- 2 92 14 2 9 14
d 7 860~ - -1

F=rt2_ g 6 e 6,67-1071. ;s

N=1,13-103N.
d2 d2 36 36 ,13-10

Priklad 4-60 (&). Jak se zméni intenzita gravitacniho pole Zemé ve vzdalenosti
1000 km od jejiho povrchu? Polomér Zemé na rovniku je 6 378 km.
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Velikost sily, kterou je k Zemi pfitahovan pfedmét o hmotnosti m ve vzdalenosti r je

mMZ
Fl=r—7%~" (29)
Intenzitu gravita¢niho pole definujeme vektorové jako
F
K= o (30)
Dosadime z ptedchoziho vztahu, dostaneme
My,
K| = ’fr—g )

tedy velikost intenzity gravitacniho pole Zemé. Nyni uz spocitame podil velikosti intenzity
ve vzdalenosti Ry + h a Ry (Ry je polomér Zemé):
K,  kM; R R 6 3782

_ - - = 0,747
Ko|  (Rz+h)?kM; (Rz+h)?2 (6378 +1000)2

1000 km nad povrchem Zemé je tedy intenzita gravitacniho pole pfiblizné

|K1000km| = 0,75 - Ko .

Priklad 4-61 (&). Mize téleso o hmotnosti 107° g lezici na rovniku ,uletét“ vli-
vem odstfedivé sily? Polomér Zemé na rovniku je 6 378 km. Urcete velikost vSech sil
ptsobicich na téleso.

Aby téleso uletélo, muselo by platit

Nakonec dostaneme nerovnost

. 103
T<2m/@:2m/63?TOs:5066,26s£1,4h0d. (31)
g :

Perioda je ale 24 hod, takze uletét nemize. Vsimnéte si, ze na hmotnosti télesa nezalezi.



39

Piiklad 4-62 (&). Vypocitejte, do jaké vysky nad povrch Zemé je tfeba umistit
umeélou druzici a jakou rychlost ji je tieba udélit, aby byla geostacionarni, tj. jeji
poloha vzhledem k Zemi byla neproménna.

Tentokrat musime zajistit rovnost
Fo =F,

a k tomu zajistit, aby tthlova frekvence druzice byla stejna jako Zemé. Spocitejme nejprve
thlovou frekvenci. Perioda obéhu Zemé je asi T = 23h 56’ 4” = 86 164 s, tedy

2m 2r . 5 1
= = =7,2921-1 .
T " seeas R0
Dale
2
Fo = m% = mw’R,
MZ -
Fy=~k o
Sily porovname a vyjadiime R:
M., -
mw?R =k TQQm

M. 6,67 -10-11-5,972 - 1024
R 3k oS o 10_5)2 m = 42154 777,42m = 42 155 km .
w s .

Vyska druzice nad Zemi je
h=R— Ry;= (42155 —-6378)km = 35777km.
Rychlost:

v=Rw=42154777,42-7,2921-10°m-s ' =3073,97m -s .

Piiklad 4-63 (&). Na spojnici stiedi Zemé a Mésice najdéte misto, ve kterém je
vysledné gravitaéni zrychleni rovno nule. Pro hmotnost Mésice plati My = My/81.
Vzdalenost stfedi Zemé a Mésice je 60Ry.

Ozna¢me si d = 60Rz, x bude vzdalenost hledaného mista od Zemé a potom d — x bude
vzdalenost hledaného mista od Mésice. Bude-li v hledaném misté téleso o hmotnosti m,
bude ho Zemé pritahovat gravitacni silou

Mzm
Fl = K 2
T
a Mésic silou
Mym k Mym

eI
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Zajima nas situace, kde F| = F5:

I 1
22 81(d — x)?
(d—=z)* 1
2 81
d2—2dx+m2_ 1
x2 T 81

¢ (6) -
(¢ -s(8)-2-

Provedeme substituci ¢ = d/x. Resime tedy kvadratickou rovnici

80
2_2p+—=0.
¢ ¢+81
Dostaneme dvé feSeni:
24 4/4—4-8 1
¢1,2— 5 =1+=
1 10 d 9 9
w=ltg =g = 7Tl g 0 2
1 8 d 9 9
¢2 9 9 o T2 8 8 v ) 7

Spravné feseni je x1, ve kterém je vysledné gravitacni zrychleni nulové. Ma ale néjaky
vyznam i feSeni 257 M4, ale neni odpovédi na zadani. Porovnéavali jsme dvé sily (lépe
feceno velikosti sil) pisobici na fiktivni téleso, no a ty jsou si skuteéné rovny v mistech
x1 1 xo. Sily jsou ovsem vektory a v prvnim pfipadé jsou orientovany opacéné (F;+F; = 0)
a ve druhém stejné (F; + Fy = 2F; = 2F; # 0).

Priklad 4-64 (&%). Urcete hmotnost Mésice, jestlize gravitacni zrychleni na povrchu
Mésice je 1,67m - s~2 a polomér Mésice je 1,72 - 10% m.

V tomto pfikladuje gpy = 1,67m -s 2, Ry = 1,72-10°ma k = 6,67-107 "1 m3 - kg™t - s72.

Gravitacni sila ptisobici na povrchu Mésice na téleso o hmotnosti m je

MM -m
RSy

Odtud muzeme vyjadiit hmotnost Mésice:

guRy 1,67 (1,72-10°)°
K  6,67-1071

Fy=k =m-gwm-

My = kg = 7,41 -10%kg.
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Piiklad 4-65 (&%). Hubbleiv vesmirny dalekohled se pohybuje po obézné dréze ve
vysce 576 km nad povrchem Zemé.

a) Jakou rychlosti se pohybuje?
b) Jaka je jeho obézna doba?

R =6378km + 576 km = 6954 km

a) Vyjdeme z toho, ze dostiediva sila se rovna gravitacni (Fyq = F}):

v? My -m
m— =K .
R R2
Odtud ziskdme vztah pro rychlost
5,972 - 1024
= \/Kk—= =1/6,67-10-1t. 571 =7568,4m -5,
oo \/F6 \/ 6954108 I
b)
o R 6954 - 10°
T=""c=2r— =21 - — — §=5773,12
w Ty T TTse8.4 O 48

Piiklad 4-66 (&). Jaka je hustota planety Neptun, mé-li polomér 26 600 km? Na
jejim povrchu m4 gravitacéni zrychleni hodnotu 11,15m - s—2.

Vyjadrime nejprve hmotnost planety Neptun:

Myxm R gn
Fyp=rk——=m — My =
g RIQ\I gN N K
S ni uz miizeme vypocitat hustotu (se zjednodusenim, ze Neptun je koule):
MN B R12\19N . 39N 3 - 11, 15

kg -m~® = 1622,28kg - m~>

PNZ 0 T iV 4nkRy  47m-6,67-10-11.24. 6 - 106

Piiklad 4-67 (&). Urcete gravitacni zrychleni ve vySce 500 km nad povrchem
Marsu, mé-li hustotu 3900kg - m~2 a polomér 3 390 km.

Jako v predchozich ptikladech je

My
gm = HR—%/I )
coz je gravitacni zrychleni na povrchu Marsu. My ho chceme znat ve vysce h na povrchem:
MM pMVM o —7TR3

M= Rt )2 "(Ruth)? (RM +h)

3900 - 57 - (3390 - 10%)?
(3390 10° + 500 - 105)2

=6,67-1071. 2=28m-s2.
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Priklad 4-68 (&). Naleznéte hmotny stfed soustavy hmotnych bodi (vSechny
vzdélenosti jsou v metrech):

A0,0]; mi=1g
B[1,0]; mgo=2g
C[1,1); ms=3g
D[0,1]; my=4g

i e (e (s (e (1]
) @ Qe Qe[ ()

Priklad 4-69 (5, tunel skrz Zemi). Mezi pély Zemé je tzky tunel jdouci stfedem
Zemé, kterd necht je homogenni koule o poloméru Ry.

VAR
= O

a) Ukazte, ze mald kulicka o hmotnosti m vloZena do tunelu bude konat harmo-
nicky pohyb.

b) Urcete dobu, za kterou timto tunelem kulicka dospéje do stiedu Zemé. Jakou
tam bude mit rychlost, vlozime-li ji na povrchu Zemé do tunelu s nulovou
rychlosti?

Poznamka (gravitace uvniti Zemé).

5 Tuhé téleso

Priklad 5-70 (&%). Odvodte vztah pro moment setrvacnosti tenké, homogenni tyce
délky [ a hmotnosti m vzhledem k ose, ktera je k tyci kolméa a prochazi jejim stredem.

Moment setrvacnosti definujeme:

J:/ x2dm.

dm = pdV = pSdx

Element hmotnosti vyjadiime jako
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a dosadime do defini¢niho vztahu (integrujeme nyni podle z; muZzeme si préaci trochu
usnadnit tim, Ze budeme integrovat od 0 do [/2 a integréal pfenasobime dvéma):

J:/3U2dm=2-/ :UQ/)Sda::QpS/ xQd:U:QpS{—} =pS—.
" 0 0 3 1o 12
Vysledek déale upravime

m 13 m 3 1
Mol Mol 2.
Sy e T st T "

Poznamka. Podivame se na to jesté jinym zptsobem. Protoze prufez tyce zanedbavame
(jinak by ndm vySe nevypadl a vypocet by byl chybny), miZzeme situaci interpretovat jesté
trochu jinak. ZapisSme to znovu:

J—/:CQdm—/x2,0dV.
m |4

Protoze se jedna o jednorozmérny problém, je objem tyce vlastné primo jeji délka, V =,
a tedy hustota tyce je p = m/l (tzv. délkova hustota). Mtzeme pfimo spocitat:

1/2 1/2
J:/prdV:/ xQde:Z/ 22 dg =
v 2 0 !

/2 371/2 3

m m |z m 1 1
-2 2dr =2 . | = —92 . — 2
z /0 S {3}0 21 12"

Piiklad 5-71 (&). Odvodte vztah pro moment setrvacnosti tenké homogenni tyce
délky [ a hmotnosti m vzhledem k ose, ktera je k ty¢i kolma a prochéazi jejim koncovym
bodem.

Podobné jako v predchozim pripadé:

! l 237" I3
J:/dem:/ x%desz/ﬁdxsz {—} =pS—.
m 0 0 3 0 3

Obdobné upravime:
_m 3 ~m Bl
VT3 1ST3 3

(Zkuste si provést Feseni pomoci délkové hustoty.)

J

Priklad 5-72 (). Urcete kinetickou energii obruce valici se po vodorovné draze bez
tfeni. Priimér obruce je 1 m, jeji hmotnost 1kg, rychlost stiedu obruce je 18 km - h=*.
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Kinetické energie bude souctem

1 1
Wi =Wy, + Wi, = 5mv? + §Jw2.

Za w dosadime v/r. Tenkou obru¢ mtizeme nahradit hmotnym bodem o hmotnosti obruce,
m. MiZeme tedy za J dosadit J =mr? (18km-h™!' =5m-s™1):

1 1
Wi = EmUQ + §Jw2 =
1 1 2
= §m02 + §mr2- (%) =
1 1
:5m02+§m02:mv2:1-52J:25J.

Priklad 5-73 (&). Homogenni véalec o hmotnosti m a poloméru r se vali po vodo-

Vv

do jaké vysky h valec vyjede (ztraty energie zpisobené tfenim a odpory zanedbejte).

Moment setrvacnosti homogenniho valce je

J = §mr2

(odvodte!). Jeho celkova kinetickd energie, vali-li se po vodorovné roving, je

1 1 1 11 v\2 1 1 3
Wy = §mv2 + §Jw2 = émv2 + 5 §m7’2 : (;) = §m112 + vaz = ZmUQ.
Jakmile valec najede naklonénou rovinu, zac¢ne rist jeho potencidlni energie. Ve vysce h

tento prirtustek bude
AW, = mgh .

Necht je na vodorovné roviné nulova hladina potencialni energie. Potom je (i) na vodo-
rovné roviné celkova energie valce W = W), (W, = 0) a (ii) na naklonéné roviné ve vysce
h je W = AW, (W}, = 0). Bezeztrat energie plati rovnost

AW, =Wy,
mgh = Z—lmv2 :
Vyska h tedy je
_3?

_E.
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Piiklad 5-74 (&%). Tenka homogenni ty¢ délky [ a hmotnosti m rotuje s tthlovou
rychlosti w kolem osy, ktera je k ty¢i kolma. Urcete kinetickou energii tyce v pripadé,
Ze a) osa rotace prochdzi stiedem tyce, b) osa rotace prochazi koncovym bodem tyce.

Pro oba pripady jsme jiz momenty setrvacnosti odvodili.

a)

b)

2

Piiklad 5-75 (). Setrva¢énik o momentu setrvac¢nosti 10kg - m* se otaci kolem

pevné osy thlovou rychlosti 120s™!. Urcete

a) Cas, po ktery musi pusobit brzdici moment silové dvojice o velikosti 4 N - m,
aby se setrvacnik tplné zastavil,

b) pocatecni kinetickou energii setrvac¢niku.

Ptipomeneme si nejprve jistou analogii mezi translacnim a rota¢nim pohybem:

=
v —w
a— €
m— J
F—M

V bodé a) si nejprve predstavme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce. Dejme tomu,
ze mame danou silu F' = ma, ktera brzdi jeho pohyb. Abychom stanovili ¢as At, ktery je
potieba k jeho zastaveni touto silou vyjdeme ze znamého vztahu

v =1y — |a|]At,

ve kterém polozime v = 0 a vyjadiime At. Dostaneme

Vo Vo muvgy

At =

a F/m F
Ted zcela analogicky pro rotacni pohyb. Mame dany moment setrvacnosti M = Je, ktery
brzdi rota¢ni pohyb setrvacniku:

w=uwp — |e|At.
Polozime w = 0 a vyjadiime At:

) Wy JUJQ 10 - 120
At =2 — = 20 = 3005s.
e M/J M i °
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Bod b) umime vyfesit z minulych piikladu:

1 1
Wk:§Jw2:§-10-1202J:72-103J.

Piiklad 5-76 (&). Disk s momentem setrvacnosti J se roztaci tak, ze jeho uhlova
rychlost roste s Casem a) linedrné podle vztahu w(t) = et, b) kvadraticky podle
vztahu w(t) = kt?. Urdete zavislost vykonu P na case .

Zavislost vykonu na ¢ase ur¢ime v obou pripadech z definice

dEx(1)
p— 2=
dt

1 1 1
Fo— = Ju? = = 2 _ 17,242
% 2Jw 2J(€t) 2J€t
E
P:d 40 = Je*t
dt
b)
1 1 1
By = = Jw? = —J(kt*)? = ZJk**
o= Jwt = DI (k) = 5T
E
p= 1By o
dt

Piiklad 5-77 (&%). Na otac¢ivém kotouéi jsou na téze strané od osy otaceni zavésena
zavazi o hmotnosti m; = 0,5kg ve vzdalenosti 71 = 0,2m od osy otaceni a my =
0,2kg ve vzdalenosti o = 0,4m od osy otaceni. V jaké vzdalenosti od osy musime
na druhé strané zavésit zavazi o hmotnosti ms = 0, 6 kg, aby nastala rovnovaha?

Musime zajistit rovnovahu

Skalarné zapsano:
M1 + M2 — M3 = 0,

tedy
Firy + Forg — F3r3 =0 — mygr +maegrs —msgrs = 0.

Odtud je
myry + Mo Ty 0,50,2+0,20,4
ms 0,6
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Piiklad 5-78 (&). Jak velkou praci musime vykonat, abychom ocelovy vélec o
hmotnosti 800 kg a poloméru podstavy 0, 5m roztocili na 48 otacek za minutu? Mo-
1,2

ment setrvacnosti plného vélce J = gmr=.

1 1
W = FEy = §Jw2 = 5J(27rf)2 =m(rrf)> =800-[0,5-7-(48/60))*J = 1263,3J

Piiklad 5-79 (&). Tenk4 homogenni ty¢ se otaci kolem osy, kterd je k tyci kolma

Vv

setrvacnosti tyce 0,592kg - m?. Urcete délku tyce, [, jestlize jeji hmotnost je 1,2kg.

Ukézeme si feseni s vyuzitim Steinerovy véty. Ta umoznuje vypocitat moment setrvacnosti

Vv

Vv

kde T je pravé vzdalenost od tézistni osy. Moment setrvacnosti k tézistni ose jsme odvo-
zovali: |
Jp = —mi?.
T

Staci ndm jenom dosadit a vyjadrit ptimo délku [:

1
J= EmZQ + mar (33)

/ _ 2
[ = M: 12 i—x% =./12- @_0’42 m=2m.
m m 1,2

Poznamka. MiuzZeme také vyjit pouze z definice momentu setrvacnosti. Integrovat bu-
deme nésledovné:

l/2+{L‘T 3 l/2+xT
J:/xQdm:/a:2pdV: xzmdx:@[x_] _
m \% l/2—xT ! l 3 12—z

—lm £+ 3_ E_ ’ - —i 1?2+ 2
_3l 2 IT 2 IT ——12m m$T.

V upravach je uzite¢né pouzit vzorec a® — b* = (a + b)(a* — ab + b*). Vysledny vztah
momentu setrvacnosti je ziejmé totozny se vztahem (33), ktery jsme dostali ze Steinerovy
véty.
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Piiklad 5-80 (). Jakou rychlost ziska koule, ktera se kutéli po naklonéné roviné
z vysky 1m? J = %mr?

Miizeme vyjit ze zachovani mechanické energie:

1 1 1 02 1 1 /2 2 1 1
mgh = §m212 + §Jw2 = émv2 e e i ( mrz) v_2

5

7 /10 /10
mghzﬁm’lﬂ — U= 79 = 7'9,81'1m‘871i3,74m'871.

6 Mechanika (pevného) kontinua

2°r2 9 2

Ptiklad 6-81 (&). Ocelovy drat ma délku 8 m, obsah pti¢ného fezu 4 mm?, modul

pruznosti v tahu je 0,2 TPa. Vypoctéte velikost sily, ktera zpiisobi prodlouzeni dratu
0 8 mm.

0N q
e

Al 8.1073
F:SET:4-10‘6-2-1011-—

N = 800N

Piiklad 6-82 (&). Zatizenim dratu délky 2m a plochy prifezu 1-107° m? zavazim
hmotnosti 102kg dojde k prodlouZeni dratu o 2,2 - 1072 m. Vypocitejte normalové
napéti, relativni prodlouzeni a Youngtiv modul materialu.

F mg 102-9,81_ .
T 9T 8 T 11008 ¢ 0" Pa

Al 2,2-107

o —1,1-1073
l 2 ’

o 1-10° , "
E—E—WPa—Q,llO Pa

Priklad 6-83 (&). Ocelovy drat o praméru 0,002m a délce 1,6 m je na jednom
konci pevné uchycen. Jak velké sily je tfeba na prodlouzeni dratu o 0,003 m?
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o= FEe¢
oAl
S T
Al
2 A . 22
F:ﬂE_l:w.g’l.loﬂ.wNilzﬁN

)

Piiklad 6-84 (&). Jak velkou silou je tfeba zatiZit ocelovou ty¢ ve sméru jeji
podélné osy, aby se prodlouzila o stejnou hodnotu jako pii ohiati o 1°C? Plocha
pritfezu tyée je 100mm?, modul pruznosti v tahu je 2,0 - 10 N - m~2, soudinitel
délkové teplotni roztaznosti je roven 1,2 - 107> K1

Opét z Hookeova zakona:

o= Fe¢
F Al
S
F:SEH

Vime, ze zavislost prodlouzeni tyc¢e Al miZzeme v malém rozsahu teplot vyjadrit ptiblizné
jako linearni funkci teplotniho rozdilu

Al(At) = laAt .
Vyjadiime relativni prodlouzeni Al/l a dosadime ho do Hookeova zakona:

F=SEaAt=100-10"°-2,0-10"-1,2-107° - 1N = 240N.

7 Mechanika tekutin

Piiklad 7-85 (&). Duté plechovka s kruhovym otvorem poloméru 0, 1 mm na dné
je zatlacovana do vodni nadrze. V jaké hloubce zacne téci voda otvorem do nadoby,
je-li povrchové napéti vody 7,3 - 1072 N - m~!? Hustota vody je 1000kg - m~3.

Sila, ktera je potfebna k pritoku vody otvorem, je dana povrchovym napétim:

Fi=1l-0=2nR-0o.

Oznacime h hloubku tohoto otvoru pod hladinou. Tlakova sila, kterou ptisobi voda na
otvor jako funkce h, je

Fy=p-S=pgh-nR*.
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Nés zajima pripad

Fy=F
27R -0 = pgh - TR?
20 = pgh - R
Odkud hledana hloubka
20 2-7,3-1072

h

_ _ ~0,149m.
pg- R 1000-9,81-0,1-10-3 > oW

Priklad 7-86 (&). Do jaké vysky vystoupi horkovzdusny balon o objemu 600 m?
a hmotnosti 600 kg za 10 sekund, je-li hustota okolniho vzduchu 1,3kg - m—3?

Balén je nadlehc¢ovan vztlakovou silou

Fy =mvg="Vpvg

a jeho tihova sila je
Fy,=mg.

Vysledny silovy Gc¢inek na balén tedy je

Y F=F —F,=Vpyg—myg

a vysledné zrychleni

a:ZF:VPvg—mgzg(Vﬂv_l)'

m m

Zrychleni dosadime do znadmého vztahu
1 At? [V
hzﬁaAﬂ:g_(ﬂ_l)

9,81-10% [600-1,3
T2 600

coz je hledana vyska za 10 s.

h

—1) m = 147, 15m,

Poznamka. Zkusme jesté spocitat rychlost balénu za 10 s:

-1
v(10s) = aAt = gAt <%—1) =9,81-10- (%—1) m-s ' =2943m-s'.

Skoro 106 km - h=!! Ve v{pocétu jsme zanedbali odpor prostfedi, to nyni napravime. Bu-
deme predpokladat, ze baléon méa tvar koule. Potom mtizeme urcit jeho primeér:

4 4 (d\® 1
V=c-m’=_n (5) :67rd3
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d—ﬂg
N ™

Nyni mtzeme vyjadiit velikost kolmého prufezu ke sméru pohybu (plocha kruhu)
g_ md? o [(6V 2/3
4 4\

a silu odporu prostiedi

1 1 6V \>*
o = §C'Spvv2 = gﬂC’p\/ <—> V2.

™

Vyslednice sil, kterou jsme pred tim ziskali, musi byt s odporovou silou v rovnovaze:
> F+Fo=0.

Z této rovnovahy vyjadiime rychlost figurujici v odporové sile (oznac¢ime vr), tedy limitni
(terminélni) rychlost stoupani balénu:

1 61\ /3
Vpvg —mg — gWOPV (7) vr =0
1 61\ /3
Vpvg —mg = gﬂcpv (7) U?f

B 8g T\ 2/3
U= \/7‘(’va <6V> (Vioy —m)

(Soucinitel odporu prostiedi koule: C' = 0,47.)

8.9,81 2/3
vr = V/ : ( T ) (600 1,3 —600)m -5 L =8,2m-s !

7-0,47-1,3 \6-600

To je asi 29,5km -h™!. Srov. s nag§imi 106km - h™! vidime, jak hrubych chyb se v
prikladech muzeme dopustit zanedbame-li odpory prostiedi!

Piiklad 7-87 (&). Norma udava, ze v ponorce pro jednoho nadmoinika musi byt
priimérné 20m? prostoru. Kolik ndmoiniktt mtiZe pracovat v ponorce, pokud pfi

ponofeni do motské vody (p = 1020kg - m™3) ptisobi na povrch ponorky vztlakova
sila 15,3 MN.

Vztlakovou silu zname. Vyjadiime-li ji jako
By =mvyg = pvVy,
muZzeme spocitat objem ponorky
Fy 15,3 - 10°

V= = = 1529, 1m?.
vy 1020-9,81 -

Potom pocet namornik
Vo 15291

"V 20
V ponorce jich tedy miize pracovat 76.

n

= 76,455.
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Priklad 7-88 (&). Plocha pfi¢ného prifezu lodé ve vysce vodni hladiny (plocha
dna lod¢) je 4 200 m2. Po naloZeni nakladu se ponor zvétsil o 1,7 m. Jaka je hmotnost
nékladu, jestlize hustota moiské vody je 1020kg - m=3?

Vyjadiime zménu vztlakové sily s hloubkou ponoru
AbFy=Amy-g=AVpy-g=5-Ah-py-g
a porovname s tihou nakladu G' = mg:
mg=S-Ah-py-g.
Hledana hmotnost bude
m=2S8-Ah-py=4200-1,7-1020kg = 7,283 - 10° kg .

Priklad 7-89 (&). Zelezna kotva se jevi ve vodé leh¢i o 200 N nez ve vzduchu. (a)

Jaky je jeji objem? (b) Kolik kotva vaZi na vzduchu? Hustota Zeleza je 7,870 g - cm ™3,

hustota vody je 1000kg - m—3.

Ve vodé na kotvu ptisobi sila Fy = F — Fy, a ve vzduchu ptimo sila Fy, = F, pricemz
F., =Vpg, kde V je objem a p hustota vody. Mame zadan rozdil téchto sil:

AF =F—-F =F;—Fe+F,,=Vpu,0g9
a) Objem kotvy muzeme piimo vyjadfit:

AF 200

V: pu—
P09 1000 - 10

m® = 0,02m?.

b) Hmotnost kotvy na vzduchu:

m = preV =7870-0,02kg = 157,4 kg .

Priklad 7-90 (&). Clun plujici ve sladké vodé vytladi 4000kg vody. Urcete:
a) Jaka bude hmotnost vytla¢ené vody, kdyz ¢lun popluje ve slané vodé hustoty
1,03g-cm™3? b) Zméni se objem vytladené vody? Jestlize ano, tak na kolik? Hus-
tota vody je 1000kg - m™3.

Z Archimédova zakona:

F,=Vp,g=m,g9=0G,.
a) Hmotnost vytlacené vody se tedy nezméni. b) Objem se podle vyrazu vyse zménit musi
(jestlize ma sland voda jinou hustotu) a to na hodnotu

my 4000
V=-—-"T=""m>=3288m’.
pe 1030 T oM
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Priklad 7-91 (&). NadrZ ve tvaru krychle o objemu 8 m? stoji na podlaze a je aZ
po okraj naplnéna vodou. Jeji celni sténa byla prostielena nabojem piresné ve stfedu
stény. Do jaké vodorovné vzdalenosti od hrany nadrze bude vytékajici voda dopadat?

Oznacime: a délku hrany krychle, h; vysku hladiny ode dna, hy vysku pristielu ode dna, x
vzdalenost mista dopadu vody od hrany nadrze. Pouzijeme Bernoulliovu rovnici ve tvaru

1
p+ pghy + §pv2 = konst .
Oznac¢me jesté (i) misto hladiny vody a (ii) misto tésné za prustielem vné nadoby. Plati:

(i) p1+ pghi + 0 = konst,

1
(ii) p2 + pghs + Epvz = konst .
Mezi misty (i) a (ii) tak dostaneme
L,
p1+ pghy =pa+ pghs + Spv.

Vyjadiime rychlost v (rychlost vytoku kapaliny z otvoru nddoby ve sméru x: v,):

v:vz:\/2 {p1—p2+g(h1_h2)

p

Pokud je nadoba shora oteviend, je tlak p; tlak barometricky: p; = py, a protoze tésné
za otvorem je tlak kapaliny pifiblizné také uz tlak barometricky: ps =~ py, je p1 =~ po a
¢len (p1 — p2)/p =~ 0, takze ho zanedbame. Rozdil (hy — hs) je vyska vodniho sloupce nad
otvorem, kterou muizeme oznacit h. Mame tedy

v = v/ 2gh.

Tento vztah uz zname. Stejné tak je dale uz tuloha ekvivalentni vodorovnému vrhu s
pocatecni rychlosti v, z vysky hy = a/2. Uré¢ime dobu padu z dalsiho zndmého vztahu

1 2h
y=hy——gt*=0 = t= iy
2 \

Vzdalenost dopadu vody, =, bude:

2h 2
xr = vt = +/2gh - 229 hhy = 2 %zasz%mzZm.
g
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Piiklad 7-92 (&). Urcete silu, kterou ptisobi voda na svislou sténu akvaria. Délka
stény je 0,5m, voda v akvariu sah4 do vysky 0,4 m, hustota vody je 1000kg - m~3.

Zavedeme soufadnici x s nulou v misté hladiny a kladnymi hodnotami smérem dold.
Hydrostaticky tlak je linearni funkci hloubky x:

Ap(x) = p(x) = pp = pg.
Zavedeme element sily piisobici na sténu jakozto tlak ptisobici na element plochy stény:
dFf =dSAp =dx - lAp =dx - lIpgx .

Celkovou silu vody na svislou sténu akvaria pak ziskdme pfeintegrovanim tohoto elementu
sily pres celou hloubku:

h h 21" 1 o0h2
F:/dx-lpgx:lpg/ dx-x:lpgr—l — K9 ,
0 0 2 1, 2

0,5-1000-9,81-0,42
F: Y 27 Y

N =392,4N.

Priklad 7-93 (&). Vypocitejte tlak a silu ptisobici z vnéjsku na okénko ponorky o
priaméru 0, 3 m nachézejici se v hloubce 1000 m pod hladinou oceanu. Hustota vody
1024 kg - m~3, tlak na hladinu oceanu 1 - 10° Pa.

Tlak ptisobici na okénko ponorky:
p=pgh+p,=(1024-9,81-1000+ 1-10%)Pa=1,01-10" Pa.

Sila na okénko ponorky:

d2 i 2
T %NiZM-lOE’N.

F:pS:pTil,OLl(ﬂ'

Priklad 7-94 (&). Obsahy prifezi valct hydraulického lisu jsou 20 cm? a 800 cm?.
Na mensi pist ptsobi sila o velikosti 100 N. Urcete:

a) Tlak, ktery tato sila vyvola v kapaliné.

)

b) Velikost tlakové sily ptsobici na vétsi pist.

¢) Drahu, o kterou se posune vétsi pist, jestlize se mensi pist posune o 8 cm.
)

d) Praci, kterou pii tomto posunuti vykona tlakova sila.
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Fy 100N A
== —-—0 ———— -1 P
P=3g T30 10-m 210
b)
Fy=pSy=5-10"Pa-800-10*m? =4-10°>N
c)
Syl = Syl
S 20
lo = =1 -8cm = —
275, TR0 T T s
d)

A=FI1l=100N-8-102m =238

Priklad 7-95 (&). V Sirsi ¢4sti trubice o priifezu 4 cm? proudi voda rychlosti
0,2m - s~! pii vysce sloupce v tlakomérné trubici h; = 20 cm. Do jaké vysky vystoupi
voda v tlakomérné trubici v uzsi ¢asti trubice o prifezu 2 cm??

Sestavime Bernoulliovu rovnici:

1

1 2 2
P+ 5PU1 = P2 + 5Pv2 -

Vodni sloupce v tlakomérnych trubicich ptisobi hydrostatickym tlakem p = pgh, to do-
sadime a jesté potfebujeme spocitat rychlost vy, kterou nezname a tu ziskame z rovnice
kontinuity: Sjv; = Sovg — v = (S1/.52)v1:

| 1 /5
pgha + 5pvi = pghs + Sp ( Sl> vi.
2

Dostaneme
lv S\ 2 1 0,22 4\ 2
he = h Li1— (= =0,2 S e =0,194m.
2 1+29[ (Sg)] T3 .R1 o) | T

Piiklad 7-96 (&). Cerpadlo naderpa za 1 minutu 3001 vody. P¥{vodni potrubi m4
primér 80 mm, vytokovym potrubim proudi voda rychlosti 8 m - s=1. Urdete rychlost
vody v privodnim potrubi a primér vytokového potrubi.

3001 300dm*® 300 (10'm)®  0,3m?
= = = = = =5-103m?®.s !
@1 =G = 5o 60 s 60 s 60 s mes
4 4.5.10°3
1= 5S1v1 — v = Ql @ = m-s - =0,995m-s -1

- oad? 70,082

d? 14 /451073
Q2 = Sovy = uw — dy = Q2 =282 107?m = 28,2 mm
4 TV 7.8
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Priklad 7-97 (%, Klepsydra — antické vodni hodiny). Urcete tvar rotaéni nadoby
se svislou osou y tak, aby se pti vytoku vody prifezem ¢ ve dné nadoby hladina vody
snizovala rovnomérné, tj. konstantni rychlosti v;.

Hladina vody v takové rota¢ni naddobé tvori kruh, jehoz polomér z je funkci y: z(y) a
jeho plocha je: S(y) = mx?. Z Bernoulliovy rovnice vyjadiime rychlost vy vytoku vody
priufezem q:

1

§pv§=pgy = w(y) = /2gy.

Sestavime rovnici kontinuity:

v1S(y) = vo(y)gq

vy - Tt = q\/29y

2 = L\ /agy
™

Vysledné funkce y = f(z) je:

8 Kmity a vinéni

Priklad 8-98 (&). Harmonické kmitani hmotného bodu je popsano rovnici
y = 0,2sin (0, 57t). Urcete, ve kterych ¢asech bude okamzita vychylka rovna 0,1 m.

Hledame vSechna TeSeni ¢ pro rovnici
0,1 =0,2sin (0, 57t) .

Oznacime ¢ := 0, brt, fesime tedy
sin ¢ = E .
2
Je jasné, ze takovych TeSeni je nekonec¢né mnoho. Pomtze ndm nakreslit si jednotkovou
kruznici — na té najdeme dvé: 7/6 a 57 /6. Z periodi¢nosti funkce sinus potom plynou
feSeni vSechna:

>
¢:g+2]€ﬂ' a ¢:%+2k7r,

kde k je celé cislo. Dosadime-li za ¢ zpét 0, brt, dostaneme casy

1 5
t:(§+4k> S a t:(§+4k3> S.
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Piiklad 8-99 (&). Harmonické kmitani hmotného bodu je popsano rovnici

y = 0,2sin (0, 57t). Uréete amplitudu vychylky, maximalni rychlost a zrychleni hmot-
ného bodu.

Amplitudu odeéteme piimo (y = Asin (wt)):

A=0,2m.
Rychlost a zrychleni obecné:
d
v = d—‘z = wA cos (wt)
d
a= d—: = —w?Asin (wt)

Odtud mtzeme odecist maximalni hodnoty, jsou rovny amplitudam:
-1 ™ ]
e = 0A| = 0,57-0,2m 57 = T s
2

amax:’_W2A| 20,5272'072m's_2:72r—0m.s_2

Piiklad 8-100 (&). ZavéSenim zavazi o hmotnosti 20 g na pruzinu se jeji délka
prodlouzi o 8 cm. Jakou frekvenci bude mit pruzina, jestlize ji rozkmitame zavéSenim
zévazi o hmotnosti 50 g7

Oznacime: m; = 20g = 0,02kg a my = 50g = 0,05 kg. Vztah pro frekvenci:

k
W=4/—
mg

2nf = ﬁ
mo

1 k
f=5
s mo
Tuhost pruziny, k, dostaneme ze znamého prodlouzeni pfi zatizeni hmotnosti m;:

. _F_mlg
F=EAl = k:—Al— A

Vysledny vztah pro frekvenci:

1 mig 1 0,02-9,81 )
= . =yt Hy =1, 1151
I =5\ mal ~ 25 V0058 10247 b z
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Priklad 8-101 (). Téleso o hmotnosti 0, 12kg osciluje tam a zpét v pfimém

sméru. Jeho vychylka, méfend od pocatku soutradnic, je popsana vztahem x =
0,16 sin (37t + 0, 57). Urcete velikost sily, ktera ptisobi na téleso v Case 1s.

x = A sin (wt + ¢p)
_dz

v= = wA cos (wt + o)
d2
a= d_tf = —w?A sin (wt + pg) = —w?z
F = ma = —mw?z = —mw?*A sin (wt + )

F(1s) =—0,12- (37)*- 0,16 -sin (37 - 1+ 0,57) N = 1, 71N

Priklad 8-102 (&). Jaké je nejvétsi zrychleni plosiny, kterd kmitéd s amplitudou
2,2cm a s frekvenci 6,6 Hz?

Viz predchozi priklad.

Umax = WA = 27f)?A=(21-6,6)%-2,2-10?m-s% = 37,8m -5 >

Piiklad 8-103 (&). Vlastni frekvence mechanického oscilatoru je 2 Hz. Pruzina
oscilatoru je natazena smérem dolt z rovnovazné polohy silou 20 mN. Pri tomto déji
byla vykonana prace 0,2mJ. Napiste rovnici kmitani oscilatoru.

Hledame rovnici ve tvaru
r = Asin (wt).

w miizeme uréit hned. Je totiz w = 27 f = 27-25~! = 47 s~!. Jestd musime najit amplitudu
A (vyuzijeme vztah F = kx):

1., 1F , 1
= — P p— —F .
|44 2kx Qxx 5 x
Vyjadrime
2w 2-0,2
T Ia 50 m=0,02m

Zapiseme vysledny vztah:
r=0,02sin(4rt)m.

Priklad 8-104 (&). Téleso o hmotnosti 400g kona kmitavy pohyb. Amplituda
vychylky je 5cm a perioda 0,2s. Vypocitejte celkovou energii télesa.
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Celkova energie oscilatoru:

E = Ej, + E, = konst.

1 1
E = §m02 + §k$2
1 1
E = émv2 + Emuﬂxz

ProtoZe celkova energie oscilatoru E = konst., mtiZeme ji uréit z krajni polohy (maximéalni
vychylky), zde je totiz v = 0 a x = A, takze

1 1 1
FE = §m02 + imwaQ = émuﬂAQ .

Konecné
) 07 2 ) ) 9

Piiklad 8-105 (). VInéni je popsano rovnici y = 0,04 sin 27(8¢ + 5z) m. Urcete:
a) amplitudu, periodu a rychlost vinéni,

b) vychylku bodu vzdéleného 1,5 metru od zdroje vinéni v ¢ase 6 sekund.

o(t:2) = Asin i (1= 2)] = asin [ 2 (1 - £)] = asnor (£~ 1]

Srov. se zadanou rovnici zjistime:

A=0,04m
88_1:% = T:és:o,l%s
5m1:‘—§’ = A:%m:0,2m
:%:0(’)’1—;5m-31:1,6m-81

Pozndmka. c¢=2=Af=0,2-8m-s'=16m-s’

b)

y(6:1,5) = 0,04sin [27 (8- 6 +5-1,5)] = 0,04sin [27 (48 + 7,5)] = 0,04 sin [1117] = 0
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Priklad 8-106 (&%). NapiSte rovnici rovinné postupné viny o amplitudé vychylky
0,6 mm a periodé 0,003 s, kterd se §if{ rychlosti 330m - s~! v kladném sméru osy z.

y(tax>:ASIH t_fﬂ _

T
= 0,6sin [ 35\ 330m- s—lﬂ =

333,3s7!
= R At R =
= (,6sin [ (333 3 0m o )] mm

=0,6sin [27 (333,357 "¢ —1,0lm ™" z)] mm

Priklad 8-107 (&%). NapiSte rovnici pfi¢né postupné sinusové vlny, Sifici se na
vlakné ve sméru +x, ma-li tato vina vilnovou délku 10 cm, frekvenci 400 Hz a ampli-
tudu 2 cm. Jaka je rychlost viny?

Jedné se o rovnici typu
y(z,t) = A sin (wt — kx) .

. 2T 2T . t T
y(r,t) = A sin <?t — 7:6) = A sin [27? (? — X)] )

Podle zadani identifikujeme:

Rozepiseme:

A=2cm=2-10"%m,

1

T :4008_1 (Z f),

1 1 1

— = = =10m!
A 10ecm  0,1m -

Vysledek:
y(r,t) = 2- 1072 sin [27(400t — 10z)] m

Priklad 8-108 (). Pri¢na postupna vlna, sifici se na velmi dlouhé struné, je
popséana rovnici y = 0,07 sin (27t + 0, 17z), kde soufadnice = a y jsou vyjadieny v
metrech a cas t v sekundach. Pro tuto vlnu urcete:

a) amplitudu a frekvenci vlnéni a
b) rychlost Sifeni vinéni.

c) Jaka je pfitné vychylka struny v misté z =4cm a v ¢ase t = 0,557
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a)
A=0,07Tm

Rovnici upravime napt. do tvaru

=l 7))

y = 0,07 sin [271' (t—z"”—o)}m

tedy:

Porovnanim dostaneme frekvenci:
w=2r — 2nf=21 — f=1s".
b) V predchozim také ptimo vidime, ze

c=20m-s".

y(0,04;0,5) = 0,07 sin (27 - 0,540, 17 - 0,04)m = —8,8 - 10~ *m = —8, 8mm

Piiklad 8-109 (&). VInéni s periodou T postupuje podél osy z. Bod se soutadnici
xo = 4cm ma v ¢ase t = T//6 okamzitou vychylku y = 0,5A. Urcete vlnovou délku

tohoto vInéni.

t x
— Asinor [ = — =

Y sin 7T<T )\>
1 T/6 0,04
§A:ASIH27T(T/—’T>

1 1 0,04

—=sin2r | - — —

5 —sinze (5 -5
LT 5 1 ,04
sm6—sm T )\

T _, 10,04

6 “"\6 A

1 1 0,04

12 6 A
0,04 1 1 1
A6 12 12

12
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Priklad 8-110 (%, néco z akustiky). Kolikrat je nutno snizit intenzitu zvuku v
daném misté, chceme-li snizit hladinu intenzity zvuku a) o 5dB a b) o 10dB.

Vztah pro hladinu intenzity zvuku je

1
B =10log —.
oglo

Snizime-li hladinu intenzity o X: B — X, bude n-krat mensi intenzita zvuku I: %I . Dosa-

dime: X

I 1 I 1
B—X=10log *~ =10log — + 10log — = 10log — + B
IO n ]0 n
Vidime zajimavou skutecnost, ze se B nakonec odecte:
1
—X =10log —.
n
Vyjadrenim n ziskdme velmi zajimavou zavislost:
X
n = 1010 .

Rik4 vlastné toto: Za X dosad, o kolik niz&i chce$ hladinu intenzity zvuku B a dostanes
n, tj. kolikrat musis zmensit intenzitu zvuku /. Pro pfipady a) a b):

a)

slx
Bler
I

n =101 = 10170 = 3,16

b)
X 10
n =101 = 100 = 10

9 Molekulova fyzika a termodynamika

9.1 Neékolik zakladnich pojma...
9.1.1 z molekulové fyziky

Definujeme nejprve atomovou hmotnostni jednotku m,. Vyuzijeme k tomu izotop uhliku
12C. V jeho jadfe se nachézi 6 protonti a 6 neutronii (= 12 nukleonil), které tvoti prakticky
celou hmotnost tohoto atomu, m¢, a které maji témér stejnou hmotnost. Definujeme tedy

1
my = T5me = 1,66-10"* kg, (34)

jako pribliznou primérnou hmotnost 1 nukleonu v jadre.

Déle zavedeme relativni atomovou hmotnost A,, kterda udava, kolik hmotnostnich jed-

notek néjaky atom obsahuje, jako
A, =20 (35)

My,
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kde m, je hmotnost tohoto atomu. Analogicky zavedeme relativni molekulovou hmotnost
M, jako
M, =2 (36)
mu
kde m,, je hmotnost molekuly. Poznamenejme, zZe soucet relativnich hmotnosti vsech

atomi néjaké molekuly je roven relativni hmotnosti této molekuly.

Latkové mnoZstvi n udava pocet castic v latce a jeji jednotkou je mol. Jeden mol
libovolné latky obsahuje pravé kolik elementarnich jedinct, kolik je atomd v 0,012kg
izotopu uhliku '2C. Mnozstvi ¢astic v jednotkovém latkovém mnoZstvi (v jednom molu
latky) vyjadiuje Avogadrova konstanta: Ny = 6,022-10%3 mol~!. Samotn4 ¢iseln4d hodnota
je tzv. Avogadrovo ¢islo. Latkové mnozstvi (pocet ,moli ¢astic“ latky) tedy je

N

= N_A ) (37)

n

kde N je pocet castic latky.
Déle definujeme moldrni hmotnost1atky, M,,, [hmotnost jednoho molu latky (kg - mol™')]
jako

a moldrni objem latky, V,,, [objem jednoho molu latky (m? - mol~!)] jako
%4
V=~ (39)

Protoze hmotnost latky, m, je dana hmotnosti jejich molekul: m = Nm,,, mizeme za
pomoci zavedenych vztahti odvodit:

m  Nm,,

My = — = —x7 = Namp, = Nam, M, =6, 022-10%%.1,66-10727"M, = 103M, kg - mol !,
n
Na
(40)
tedy
M,, = M, g-mol™!. (41)

9.1.2 =z kinetické teorie

Vnitrni energie idealniho plynu, ktery je jako celek v klidu, je rovna celkové kinetické
energii vSech jeho molekul. Pokud je plyn slozen z N stejnych jednoatomovych molekul,
je jeho celkova kineticka energie

m? (42)

N | —

N
=y
=1

kde m je hmotnost molekuly a v; je velikost rychlosti ¢-té molekuly. Stredni kvadraticka
rychlost vy je takova rychlost, kterou by musely mit vSechny molekuly plynu, aby jejich
celkové kineticka energie byla stejnéa jako skutecna kinetickd energie celé soustavy:

(43)
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Stredni kinetickd energie jedné jednoatomové molekuly je rovna

(B = %m<v2> _ %mvz. (44)

V rovnovazném stavu pripada na kazdy stupen volnosti makroskopické soustavy stejna
stfedni hodnota energie kgT'/2. Tento princip se nazyva ekviparticni teorém, tedy

(Ey) = %m(vQ) = %m(vi) + %m<v§> + %m(v?) =3- %kBT. (45)

Odtud je patrnd kinetickd definice teploty (pro 3 stupné volnosti)

T 2(E) _ m{v?) _ muv? ' (46)
3kp 3kp 3kp

Jednoatomova molekula idealniho plynu mé pouze 3 (transla¢ni) stupné volnosti (viz
predchozi vypocet); rotacni stupné volnosti neméd, protoze ji povazujeme za bodovou ¢as-
tici. Dvouatomova molekula méa celkem 5 stupnu volnosti (2 navic jsou za rotace) a potom

1
(Ey)=5" ékBT. (47)
TTi a viceatomovym molekuldm ptipadé vzdy 6 stupind volnosti:
1
(Eyx) =6 - §k‘BT = 3kgT . (48)
Vnitini energie idedlniho plynu tedy bude
s s R s
= N(E\) = N-kgT = nNy——T1 = —nR,T 4
U < k> 5 B n AQNA QTLR ( 9)

kde s je pocet stupnt volnosti, n latkové mnozstvi a R,, je molarni plynova konstanta
(Ry = kgNp = 8,314 J - K= - mol™1).

Uvedme jesté jenom nékolik tvarii stavové rovnice idedlniho plynu bez odvozenti:

pV = NkpT = nNakpT = nRuT = MﬂRmT. (50)

9.2 Priklady

Priklad 9-111 (&). Urcete teplotu T', pii které maji molekuly kysliku O, stejnou
stfedni kvadratickou rychlost jako molekuly dusiku Ny pfi teploté 100 °C. Ptiblizné
hodnoty relativnich atomovych hmotnosti jsou: kyslik A, = 16, dusik A, = 14.

- SkBTO2 o 3kBTN2
" 2Ar,02mu B 2Ar,Ngmu
To, T,
AT‘,OQ AT7N2
T 100 + 273,15
To, = Ar,ozAN; = (16 : % — 273, 15) °C = 153,3°C
T,IN2
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Priklad 9-112 (&). Vypocitejte a) pocet molii a b) pocet molekul v 1cm? ide-
alniho plynu pii tlaku 100 Pa a teploté 220 K. Boltzmannova konstanta kg = 1, 38 -
102 J - K~! Avogadrova konstanta 6,02 - 10?3 mol~!.

a)

pV =nRT
pV = nNAk‘BT
vV 100-1-10-¢ . s
T NaksT  6,02-10%-1,38-10-28.220 0~ > o
b)
100-1-10-¢
N =nNy = pv. 100 0 = 3,29 - 10'® (molekul)

 kgT  1,38-10-23.220

Piiklad 9-113 (&). Vakuum, kterého lze dosdhnout v laboratofi, odpovida zhruba
tlaku 1 - 10719 Pa. Kolik molekul se nachézi v jednom krychlovém centimetru pii
tomto tlaku a teploté 293 K?

(Viz ptedchozi priklad.)

pv  1-10710.1.10°

N = nNs — —
PA T LT T 1,38-10-2 - 293

= 24732 (molekul)

Piiklad 9-114 (&). Vypocitejte stiedni kvadratickou rychlost molekul kysliku O
pii teploté —3°C. Relativni atomova hmotnost kysliku je 16.

Oy ma dvouatomové molekuly, tedy 5 stupnt volnosti a tim padem kinetickou energii

rovnou bkgT'/2. ProtozZe stfedni kvadraticka rychlost souvisi pouze s translacemi molekul,
ziskdame ji z energie (Ej pos) < (E)) (rovnost nastane v piipadé jednoatomového idealniho
plynu) a budeme tedy uvazovat pouze translaéni stupné volnosti:

1 3
<Ek,p0s> = §mvi = EkBT .

Odtud

 [BksT  [BksT [3-1,38.10%.(—3+273,15) . .
=N _\/2Armu_\/ 21616605 1027 WS = A8.8mes
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Priklad 9-115 (&). V ldhvi je uzavien kyslik O, ktery ma hmotnost 1g, tlak
1 MPa a teplotu 47°C. Uzavér lahve dobte netésni, takze kyslik unika. Po urcitém
Case byl opét zméfen tlak a teplota a bylo zjiSténo, ze tlak klesl na 5/8 své puvodni
hodnoty a teplota klesla na 27 °C. Relativni atomova hmotnost kysliku je 16.

a) Jaky je vnitini objem ladhve?

b) Urcete hmotnost kysliku, ktery unikl.

a) Objem ziskdme pFimo ze stavové rovnice pV = nRT. Nejprve uréime latkové mnozstvi
n. Molarni hmotnost je ptiblizné M, = M,g-mol™! = 2-16g-mol™! = 32g-mol~ .

Potom latkové mnozstvi: .
= —mol.

_m
"ML T 32

Objem:

T L .8,314 - (474 273,15
V:an 1 _ 32 (47 + ):8’318~1O*5m3i830m3
m 1-106

b) Lahev mé samoziejmé konstantni objem, tudiz:

RT:
ataké V = f27t 72 ,
p1 P2

. anTl

Vv

takze

TLIRTl . TLQRTQ . n2RT2

b1 P gpl

8
ml = gnzTQ

ny 5Ty 5 A47+273,15
2t D T 6666
ng 8T, 8 27427315

Hmotnost uniklého kysliku:

Am =mg —my = mi2 —my =my <@—1> —1g-(0,6666—1) = —0,3333g.
ny ny

Priklad 9-116 (&). Urcete praci, kterou vykona plyn pfi izotermické expanzi,
jestlize jeho pocatecni objem je V; = 10dm?, tlak p; = 10°kPa, tlak po expanzi
po = 10?2 kPa.

Vyjadiime praci:
dA = Fdx =pSdx =pdV

Vo
A :/ pdV
Vi
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Vime, Ze se jedné o izotermickou expanzi. Potfebujeme pro tento piipad najit p = f(V).
Vyuzijeme pfimo stavovou rovnici:

1
pV =nRT = p= VnRT

a dosadime

A /V2 L RTav RT/V2 Lav RT [InV]\? = nRT1 ve
= =n =n = =n n =n n—
w V v V " Vi

Nezname podil objemi, ani teplotu; pomizeme si opét ze stavové rovnice:

piVi =nRT
p2Vo = nRT

V odvozeném vyrazu pro praci nezname nRT. Protoze ale stavova rovnice musi platit v
libovolném ,,misté“ izotermické zmény, plati i v misté 1, kde soucin tlaku a objemu, p; V],
zname, dosadime ho tedy za nRT. To si mizeme dovolit, protoze je T' = konst a pak
plyne také, ze

mVi=pVy = E:&-
Vi po

Nakonec tedy dostaneme
1 3
A=pViln? —1.10°.107 - -2 5 — 23,025k
D2 102

Piiklad 9-117 (&). Oxid uhelnaty CO byl uzavien v nddobé o objemu 2000 dl pfi
teploté 30 °C a normalnim tlaku 1,013 - 10° Pa. Plynu bylo dod4no teplo Q@ = 10kJ.
Urcete a) zménu teploty, b) koneény tlak plynu.

Vsuvka. Podivame se nejprve na 1. zdkon termodynamiky v diferencidlnim tvaru
dU = 6Q — oW . (51)

Tedy zména vnitini energie uzaviené termodynamické soustavy je dana dodanym teplem a
vykonanou praci (podrobnéji ve skriptech). Predstavme si, Ze mame nafukovaci balének a
sklenénou lahev, naplnéné idealnim plynem tak, ze maji stejny objem a ze plyn ma v obou
téchto nadobach stejny pocet molekul a teplotu T;. Chceme dodat néjaké teplo AQ tak,
aby se zvétsila teplota na hodnotu 75 a zajima nas, jestli musime dodat stejné mnozstvi
tepla v obou piipadech. Odpovéd je, Ze ne. Vyjadiime 0(Q) z 1. zdkona termodynamiky:

6Q = dU + 6W = dU + pdV  — AQ:/(dU+pdV)

Protoze v pripadé lahve je objem konstantni, je dV = 0 a tedy nulova prace. V ptipadé
balénku se ale objem zméni, prace nulova nebude a proto se dodana tepla musi lisit.
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Zpét k prikladu. Protoze méame pevnou ldhev, podle vsuvky bude zména vnitini ener-
gie rovna dodanému teplu. VyuZzijeme tedy rovnice (49), kde s = 5 (protoze CO ma
dvouatomové molekuly) a za nR,, dosadime ze stavové rovnice pV = nR,,T"

AU = AQ = ganAT - g%AT.

Nyni uz jen vyjadiime AT:

2T
C5pV

30 4+ 273,15

AT
1,013-105-2-107!

-10- 103K =59, 85K .

2
AQ ==
=3

K uréeni konecného tlaku plynu (b) uz vyjdeme pouze ze stavové rovnice:

an P1
V=nRali — m_PL
prv = nfm vV T
an P2
V = nRuT: Otm P2
P =nimlz = T =
Dostaneme:
0 Ty 59,85+ 30+ 273,15 S 5
po_p 1,013 -10°Pa = 1,21 - 10° Pa.
T, ” T b2 = 30 + 273, 15 ’ T *

Priklad 9-118 (&). Idealni tepelny stroj s maximalni Géinnosti 65 % mé teplotu
ohftivace 2200 °C. Vypocitejte teplotu chladice.

Ziskame primo ze vztahu pro Gc¢innost:

T T

g T T

Ty, = Ty(1 —n) = 2473,15- (1 — 0,65) = 865, 6 K

Piiklad 9-119 (&). Jaké teplo je tfeba dodat 4 molim idedlniho dvouatomového
plynu, aby se jeho teplota a) pii stalém tlaku zvysila o 60 K? b) O kolik se pfi tom
zméni jeho vnitini energie? c¢) Jakou praci plyn vykona?

Dosud jsme se tspésné vyhybali tepelnym kapacitam, nicméné ted je zminime. Je uzite¢né
si pamatovat dva vztahy: pro molarni tepelnou kapacitu pfi stalém objemu a pii stalém

tlaku:

S s+ 2
Cov = Ry, Chy =
V7o 2

Druhy z nich hned pouzijeme pfi feseni tkolu (a):

R (52)

ngRmAT:zy#-8,314-60J:6983,76J.

Q = nCppAT =n
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Potfebny vztah k vyfeseni tkolu (b) jsme si odvodili, rce. (49):
)
AU = ganAT =2 -4-8,314-60] = 4088,47.
c) Préce pfi p = konst. je trividlni (nakreslete si p — V' diagram):

Va
W= [ pdV=pVa—V). (53)

1%

Rozdil objemi vyjadiime ze stavové rovnice:

R, T;
pVi = nRuTy — V=2t
p
R, T
pVa = nRuTy — Vo= 222
p
Rovnice od sebe oded¢teme:
an an

Vo —Vi= (T - Ty) = TRAT
p p

a dosadime do vztahu pro praci:

R
W:pn—AT:anAT:4-8,314-60J: 1995,36J.
p

(Spravnost si zkuste ovérit dosazenim odvozenych vztahi do 1. zdkona termodynamiky.)

Poznamka. Pokud bychom fesili tlohu pfi konstantnim objemu (a tedy pouzili Cpy),
dostali bychom pro dodané teplo

Q = nCoy AT = nngAT,
tedy opét vztah (49) pro vnitini energii, coz potvrzuje nasi ivahu ve vsuvce vyse.
Pfiklad 9-120 (&). Za norméalniho tlaku 10° Pa mél plynny dusik Ny o latkovém

mnozstvi 8 mold teplotu 40 °C. Teplota plynu byla pfi konstantnim tlaku zvétSena
na 80 °C. Urcete:

a) zménu vnitini energie plynu,
b) préci vykonanou plynem,

c) teplo plynu predané.

Reseni je stejné jako u predchoziho piikladu:
AU = ganAT = g -8-8,314-40J =6651,2J
W =nR,AT =8-8,314-40J = 2660,48 J

2 2
Q:ns_g RmAT:&%-8,314-40J=9311,68J
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10 Elektrostatické pole
Priklad 10-121 (&). Dva bodové naboje @1 = —5nC a Q3 = 2nC jsou umistény
ve vakuu ve vzdalenosti 12 cm.
a) Jakou silou budou na sebe pisobit?

b) Jakou silou budou na sebe piisobit, jestlize se dotknou a pak se oddéli do
puvodni vzdalenosti?

1 Qi1Q- 1 —5-1072-2-107? 6
Y dmey &2 4m-8,854-10°12 0,122 :

b) po dotyku:
Q1+ Q —5+2
Q'l = Q,2 = 5 2 = 52 nC = —1,5nC

1 Q\Q, 1 1,5-1072-1,5-107° 6
F = _ : N = +1,404-10°5N
7 dmey d2 A - 8,854 - 1012 0,122 +h

Priklad 10-122 (&). Vypocitejte velikost intenzity elektrického pole v bodé, ktery
lezi ve vzduchu
a) ve vzdélenosti 20 cm od bodového naboje 4nC,

b) mezi dvéma rovnobéznymi deskami s potencidlovym rozdilem 60V vzdalenych
30 cm od sebe,

c¢) uprostfed na spojnici dvou naboji @); = 3nC a 3 = 5nC vzdalenych od sebe

12 cm.
a)
F 1 Q 1 4-107°
E=_— — - : N.-C1=898,8N.C!
Q  Amegr? 4w -8,854-10-12 (0,202 ’
b)
AU 60
F=—"—=_—_N-C!'=200N-C'=2 -m~!
A =03 C 00N - C 00V - m
c)
1 Q1 Q 1 3.10° 5.107° .
E=|FE — Es)| = = - == . _ N.C1 =
By — Bl Ameg |12 r2| 4w -8,854-10-12 | 0,062 0,062

=4993N.(C !
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Pfiklad 10-123 (&). Dva souhlasné ndboje Q1 =8-107°C a @y =5-1075C se
nachézeji ve vzdalenosti d = 0,2m. Vypocitejte, v kterém misté na jejich spojnici
je intenzita jejich vysledného elektrického pole nulova. Oba naboje se nalézaji ve
stejném prostiedi.

Priklad analogicky k tomuto jsme Tesili v kapitole Gravitac¢ni pole. Nebudeme porovnavat
velikosti elektrostatickych sil na fiktivné vlozeny naboj, ale porovname pifimo intenzity
elektrickych poli obou néboji E; = F,. Pfitom oznac¢ime: x — vzdalenost mista nulové
intenzity el. pole od @)1, d — vzdalenost Q1 a Q2, (d—x) — vzdalenost mista nulové intenzity
el. pole od Q3. Mame:

x2 (d—x)? ;E)
(-2 @
z? Q1
d* =2z + 2% Qo
z? ez
d\* d Qs
2) o812
($) z " (@1
Zavedeme substituci £ = d/x a oznadime o = 1 — Q2/Q:
£ -264+a=0.
Resent:
2+ —-2)2 -4
12 = (2> azli\/l—a.
Dosadime z5:
o = _ = 0,112m
14 /Qz 5107
Ql \/ 10 8-10-6
To = = 0,955 m

Q2 5106
1@1

Hledané feseni je x = xy. Ma néjaky fyzikalni vyznam feSeni x = x57

Piiklad 10-124 (&). Dva stejné bodové naboje jsou umisténé ve vakuu ve vzdale-
nosti 20 cm. V jaké vzdalenosti musi byt v oleji, jehoZ relativni permitivita je rovna
5, aby se nezmeénila velikost elektrostatické sily ptisobici mezi nimi?

1LY L1 QQ

=
4req 12 dree, T2

F, =
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F, = F,
1 QQ 1 Q¢
dreg 12 Ameoe, T2
11
2 el

Vzdalenost v oleji:

1 1
Ver e

To

Priklad 10-125 (&%). Vypocitejte kapacitu deskového kondenzatoru, jestlize plosny

obsah desky je 50 cm?, vzdélenost desek je 3 mm a prostor mezi deskami je vyplnén
dielektrikem o ¢, = 3.

S 50 - 1074
C =epe,— =8,854-10712. 3.

y WF:4,427- 1071 F =44, 27pF

Priklad 10-126 (&). K dispozici mame t¥i nenabité kondenzatory o kapacitéch
Cy =2uF, Cy =3 uF, C3 =5 uF. Vypocitejte jejich vyslednou kapacitu, jestlize:

a) kondenzatory jsou zapojeny paralelné,

b) kondenzatory jsou zapojeny sériové.

b)
i—i—i-i—i-i— CyCs + C3C, + C1C,
CS n Ol Cg Cg N 010203
C1C5C, 2-3:5 30

ST 00+ CsCL+CiCy  3-5+45-2+42.3M T 31H

Piiklad 10-127 (&). K dispozici mame tii nenabité kondenzatory o kapacitach
Cy = 2uF, Cy = 3uF, C3 = 5uF pripojené ke zdroji napéti 12 V. Vypocitejte
jejich vyslednou kapacitu a ndboj a napéti na jednotlivych kondenzatorech, jestlize
kondenzatory jsou zapojeny paralelné.

Kapacita:
Cp:Cl+02+03:2uF+3MF+5MF:1OLLF
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Néboj na jednotlivych kondenzéatorech (paralelni zapojeni: na kazdém kondenzétoru je
napéti 12 V):

QQIUCQ :36/LC

Piiklad 10-128 (&). K dispozici méame t¥i nenabité kondenzatory o kapacitich
Cy = 2uF, Cy = 3uF, C3 = 5uF pripojené ke zdroji napéti 12 V. Vypocitejte
jejich vyslednou kapacitu a naboj a napéti na jednotlivych kondenzatorech, jestlize
kondenzatory jsou zapojeny sérioveé.

Kapacita:
1 1 1 1 30
—=—+—=—+—= = (s=—uF
G GGG TR

Néboj je na vSech kondenzatorech stejny:

1 1 1 30
U=U,+Uy+U3; =@ (a+€2+€3) = C% = Q:UCs:12'ﬁ/LC:11,613MC

Odtud plynou napéti:

Q 11,613
U === V=528V
1 O] 9 9
Q 11,613
Uy == = V=39V
2 02 3 9
Q 11,613
Uy = = = V=23V
3 03 5 )

Piiklad 10-129 (&%). Ke dvéma paralelné spojenym kondenzatortim piipojime
treti do série. VSechny kondenzatory jsou stejné a maji obdélnikové desky o rozmeéru
50cm x 30cm vzdalené od sebe 3 mm. Urcete celkovou kapacitu zapojeni konden-
zatort.

1 f1+ L2413 2,
Cew C C+C 20 20 celk ™ 3
2 S 2 50-30-107*
Coelk = —€06r— = = -8,854-1071%. 1. —— —F =2951-10"°F = 295 pF

3 d 3 3-10-3
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11 Elektricky proud

Piiklad 11-130 (&). Galvanicky ¢lanek s vnitinim odporem 0,22 ma elektromo-
torické napéti 1,8 V. Vypocitejte proud tekouci obvodem a svorkové napéti, jestlize
je ¢lanek pripojen k vnéjsimu odporu 0, 7 €2.

Celkovy odpor:

Reax = R + R.
Z Ohmova zakona (U, — elektromotorické napéti):
U, U, 1,8

I = 2A.

p— pu— A_ p—
Rew R +R  0,2+40,7
Svorkové napéti je potom elektromotorické ponizené o ibytek napéti na vnitinim odporu:

U=U,—IR; =(1,8—-2-0,2)V=1,4V.

Priklad 11-131 (&). Elektromotorické napéti akumulétoru je 36 V. Pfipojime-
li k nému spotiebi¢, poklesne napéti na svorkach akumuldatoru na 20V, pricemz
spotrebi¢em prochazi proud 4 A. Urcete vnitini odpor akumulatoru.

Jako v pfedchozim piikladu bude

U = Ue - IRl .
Vyjadiime R;:
U.—-U 36—-20

R;
1 4

Q=40Q.

Priklad 11-132 (&). Jestlize z baterie odebirdme proud 3 A, je svorkové napéti
24 V. Pfi odbéru proudu 4 A klesne svorkové napéti na 20 V. Vypocitejte vnitini
odpor baterie a elektromotorické napéti baterie.

Hledame linearni funkci Ug = f(I) viz obr. 2. Bude tedy ve tvaru:

Us=a-1+0b.
Parametr b bude ziejmé elektromotorické napéti baterie b = U,, jak je patrné z obrazku
(napéti bez zatéze: I = 0). Dale a = —R; (vnitini odpor baterie) — plati Ohmuv zékon.
Maéame:

Us=—-R;,-1+U,.
Dosadime zadané hodnoty:

24 = -3R; + U,
20 =—4R; + U,
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Obrazek 2: Charakteristika baterie.

Resime soustavu rovnic o dvou neznamych. Prvni rovnici pfenasobime 4, druhou 3 a
odecteme od prvni. Dostaneme primo elektromotorické napéti baterie:

U.=36V.

Dosazenim U, do jedné z obou rovnic, dostaneme vnitini odpor baterie:

Piiklad 11-133 (&). Ke zdroji stalého napéti 6 V jsou paralelné ptipojeny odpory

20€2 a 30 Q2. Urcete celkovy proud a proud tekouci jednotlivymi odpory v poradi, jak
jsou odpory zadany.

Pti paralelnim zapojeni odporti:

U U 1 1 1
]Zfl+12=—+—=( + )

— +—|U==U.
Ry Ry Ry Ry R
U 6
"R, 20 ’
U 6
= =—A=0,2A
T Ry, 30 ’

I=L+1,=(0,3+0,2)A=0,5A

Piiklad 11-134 (&). Drat dlouhy 4m o praméru 6 mm ma odpor 15m(2 a je k

nému prilozeno napéti 23 V. Urcete: a) Jaka je hustota proudu v dratu? b) Vypoctéte
rezistivitu materialu dratu.

(a) Proudové hustota:

I U/R  23/(15-107% . P
J=—= = A =5,42-10"A - .

S, wd2/a 7 (6-10%)2/4 " ’ o
(b) Rezistivita:

l S nd/4 (6-107%)2/4
R=pg = p:Rjsz /4 5. q0ms. T )’/

l 1 Q-m=1,06-10""Q -m.
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Priklad 11-135 (&). Dva rezistory s odpory 2 a 4 jsou zapojeny sériové. Dalsi
dva rezistory s odpory 32 a 1) jsou zapojeny také sériové. Obé vétve rezistord jsou
spojeny paralelné a zapojené ke zdroji stejnosmérného napéti (U, =6V, R; = 0,20Q).
Vypocitejte proudy prochazejici jednotlivymi vétvemi.

Nejprve miizeme urcit celkovy odpor zapojeni rezistort:

1_1+1:>
R Ri+Ry Rs+ Ry

(Ri+Ry)-(Rs+Ry)  (2+4)-(3+1)
Ri+ Ry + Rs+ Ry 2+4+3+1

Méme zadan vnitini odpor zdroje, takze celkovy odpor bude:

Rcelk:Ri—l-R:(072+2,4)Q=2,6Q.

Nyni mtZeme urc¢it proud (z elektromotorického napéti):

Tento proud se déli mezi vétve v opaéném poméru jejich odpori (ozna¢ime odpory vétvi
Ra a Rp v pofadi jako v prvni rovnici). Ty si nejprve spoc¢teme:

Ry=Ri+Ry=(2+4)Q=6Q,
Rg=R;+R,=(3+1)Q=4Q.

Vime, Ze (paralelni zapojeni vétvi):

1 1 _URB+RA
Rn Rp n ’

— + R
Ry  Rp RARp
Tuto rovnice miizeme pro nazornost jesté prepsat:

I - U
Rpg + R N RARp

Kdyz ted za U dosadime jednodusSe Iy Ry a [3Rp, mizeme vzdy hledany proud piimo
vyjadiit. Vyraz vlevo je pravé pomér I;/Rp nebo I/ Ra (I1/I; = Rg/Ra). Tedy:

Ry 4 30
[ =—2 = " .22 A=0923A
' R+ Ra 4+6 13 ’ ’

Ry 6 30
I=—2 T —_" 2 A=12385A.
> Rp+ Ra 4+6 13 ’
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Piiklad 11-136 (&). Sestavte a zapiSte pro obvod na obrazku 3 rovnice pro feseni
podle I. a II. Kirchhoffova zakona a urcete proudy tekouci odpory R;, Rs a Rs.

1 L

U.,=1V U, =2V

R, =1Q R,=100Q R,=3Q

Obrazek 3: Schéma zapojeni.

7| fall é% %(___sz

R=12 Ry=1t2 K232

Obrézek 4: K feseni.

1) U+ Ug, —Ug, =0
2) Uy +Ug, —Up, — Uy =0

1) U+ Rily — Rals =0 (IL Kirchhofév z.)
2) U+ Ry — Ry, —U;=0 (II. Kirchhoftv z.)
3) Il + .[2 + I3 =0 (I Kirchhoftv Z.)

Soustavu rovnic zapiSeme maticove:

R1 0 —Rg ]1 _Ul
R1 —RQ 0 ]2 = U2 - Ul
1 1 1 I, 0

Oznacime R matici soustavy, I bude hledand matice proudt a U prava strana. Jestlize
R je ¢tvercova reguldrni matice, tak m4 inverzi R™!, kterou mtizeme nasobit zleva a tak
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vyjadiit pfimo matici proudt (R™! - R = E je jednotkovéa matice):

R-I=U
R'" R I=R ' U
I=R ' U

Vyjadiime ¢iselné (fyzikalni rozméry ted vynechdme, neméli bychom na né vsak zapomi-
nat):

1 0 -10 -1
R=|1 -3 0 , U=1]1
1 1 1 0
Determinant matice R je
det R = —43,

takze je to skutecné reguldrni matice. Najdeme jeji inverzi (viz napf. [7]):

" 310 30
L1 (=1 detRy; 1

]'— . — ']7‘:_. —
R =Gar MR det R 13 _14 111 130

Zde Rj; je matice, ktera vznikla z ptivodni matice R = (R;;) vynechanim j-tého fadku a
i-tého sloupce. Nyni uz mtzeme jednoduse dopocitat jednotlivé proudy:

1 3 10 30 -1 1 7 +0,163 A
I:E- 1 —-11 10 -1 1 A:4—3- —12| A= | —-0,279A
-4 1 3 0 ) +0,116 A

Protoze proud I, ma zaporné znaménko, je orientovany opacné nez jsme si ho zavedli.
Soustavu rovnic ale mizete fesit libovolné.©
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A Nékteré fyzikdlni konstanty

Cast 1T
Dodatky

A Neékteré fyzikalni konstanty

Tabulka 2: Vybér nékterych fyzikalnich konstant [1]; zptsob zapisu viz odstavec 2.2.4.

znacka nazev ¢iselnd hodnota jednotka

K, G gravitacni konstanta 6,67430(15) - 1071 m? - kg!.s72
90, gn ~ normalni tihové zrychleni® 9,806 65 (pfesné) m-s 2

kg, ¥  Boltzmannova konstanta 1,380649 - 10~23 (ptesne) J K1

Na Avogadrova konstanta 6,022 14076 - 1023 (piesnd) mol

h redukované Planckova konst. 1,054571817... - 10734 (piesng) J-s

€0 permitivita vakua 8,854 187812 8(13) - 10~ 12 F-m!

140 permeabilita vakua 1,256 637062 12(19) - 1076 N-A2

c rychlost svétla ve vakuu 299792 458 (pfesné) m-s~!

R Rydbergova konstanta 10973731, 568 160(21) m~1

e elementarni naboj 1,602176 634 - 1019 (piesng) C

R molarni plynovéa konstanta 8,314462618... (pfesné) J-mol™! . K1
o Stefanova-Boltzmannova konst. 5,670374419... - 1078 (piesnd) W -m™2. K™

5Hodnota vychézi z tihového zrychleni na 45° zemépisné sitky u hladiny mofe.
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